﻿Topologie geometrică Localizare, periodicitate și simetrie Galois de Dennis Sullivan Institutul de tehnologie din Massachusetts Cambridge, Massachusetts iunie colecția bibliotecii "matematică" D Sullivan GEOMETRIC topologie Localizare, periodicitate și simetrie Galois Traducere din engleză, editată de D B Fuchs EDITURA MIR • MOSCOVA UDC Cartea este scrisă pe baza unui curs de prelegeri despre topologia geometrică susținute de un matematician american celebru Pentru prima dată în literatura mondială, rezultatele autorului sunt prezentate în ea, dezvăluind conexiuni complet neașteptate între topologie, geometria algebrică și teoria numerelor Cartea va fi de interes pentru matematicieni de multe specialități Va fi util pentru studenții absolvenți și studenții de licență ai universităților Colegiul editorial al literaturii în științe matematice Din - (c) Traducere în rusă, Mir, (Ul)- TRADUCERE PREFAȚA EDITORULUI Denis Sullivan este unul dintre cei mai talentați tineri topologi americani Prima sa lucrare, completată de el în , conținea o dovadă a "Hauptvermutung" - conjectura de bază a topologiei combinatorii - pentru varietati simple conectate a căror coomologie bidimensională nu are -torsionare Următoarea lucrare a lui Sullivan ( ) a fost dedicată demonstrării unei conjecturi importante de către Adams, o anumită condiție suficientă pentru trivialitatea homotopică a unui pachet de vectori Dovada acestei presupuneri este scopul principal al acestei cărți Cu toate acestea, cartea conține și mult material care nu are legătură cu această ipoteză Primele trei capitole sunt dedicate transferului sistematic la topologia homotopică a operațiilor algebrice de localizare și completare Materialul acestor capitole este parțial folosit în demonstrarea conjecturii lui Adams, dar prezintă și un interes independent considerabil; rețineți că această parte a cărții este citată în mod constant în literatura de specialitate Capitolele și conțin dovada conjecturii în sine și diferitele sale reformulări În cele din urmă, în cap Secțiunea enumeră elementele clasificării cofibrațiilor liniare și topologice pe bucăți Acest capitol constituie o tranziție către a doua parte, încă nescrisă, care ar trebui să fie dedicată varietăților liniare și topologice pe bucăți Prefața editorului de traduceri Există multe digresiuni în carte cu privire la o varietate de lucruri - clasificarea homotopică a automorfismelor planului proiectiv cuaternion, topologia varietăților algebrice reale etc Dar chiar fiind atât de diversă în conținut, cartea lasă o impresie solidă, deoarece autorul consideră totul dintr-un singur punct de vedere - localizări, completări și simetrii Galois În general, cartea pare a fi foarte informativă și merită cel mai atent studiu Citirea lui necesită doar familiaritatea cu elementele de topologie și geometrie algebrică Cu toate acestea, există destul de multe pasaje obscure, scrise informal în ea, a căror gândire și finisare sunt lăsate la latitudinea cititorului Unele explicații, în principal referințe la literatura de reviste, sunt făcute de noi în note de subsol D Fuchs INTRODUCERE Autorul a ajuns la necesitatea aplicării localizării în - în studiul invarianţilor soiurilor combinatorii Deja la începutul acestei lucrări, a devenit clar că numărul prim trebuie considerat separat de alte numere prime Din punct de vedere algebric, această necesitate apare în studiul invarianților formelor pătratice (Cu toate acestea, atunci când se studiază varietăți, sunt luate în considerare doar invarianții formelor pătratice pe un câmp cu caracteristica doi și caracteristica zero ) Din punct de vedere geometric, această necesitate apare atunci când încercăm să estimăm sfera acestor invarianți Din acest punct de vedere, problema realizării ciclurilor prin subvarietăți este caracteristică: modulo doi, se realizează orice ciclu, iar modulo alte prime, apare un set de obstacole (Vol ) Necesitatea unui studiu special al invarianților asociați cu numerele prime impare este deja evidentă din faptul că, în realitate, nu orice ciclu poate fi realizat printr-o subvarietate Invariantul natural care apare în acest caz, "invariantul de semnătură al varietății M", este o funcție care atribuie fiecărei subvariete închise a unei vecinătăți tubulare a varietății M în spațiul euclidian semnătura intersecției sale cu M Formalizarea algebrică naturală a acestui invariant este orientarea canonică în teoria s Prin urmare, corect (până la homotopie) Xr = (XXS)IT -> SIT = RP°°, și, prin urmare, "grupul de coomologie echivalent al perechii (X, ')" /G(XG; Z/ ) Construcții algebrice capătă structura unui /^-modul, unde R = (Z/ )[x] = Z/ ) Inelul R are un ideal maxim (x) generat de x, iar acest ideal este simplu Se pare că coomologia mulțimii de puncte fixe cu coeficienți în inelul Rx (localizarea inelului R față de idealul (x)) coincide cu localizarea coomologiei invariante: H*(E; Rx)^H*(Xr-, Zl )x = H*(XT; ZI )(r)rRx În majoritatea lucrărilor noastre, nu vom avea nevoie de conceptul general de localizare În cele mai multe cazuri, inelul R va fi inelul de numere întregi și, în consecință, cele p-module vor fi pur și simplu grupuri abeliene Să fiu un set de numere prime Vom numi "localizarea inelului Z în raport cu I" inel Zz = S"'Z, unde S este o mulțime multiplicativă generată de numere prime neincluse în I Dacă I este format dintr-un singur număr prim p, atunci putem scrie Zj - Zp, deoarece în acest caz Zz este pur și simplu localizarea inelului de numere întregi în raport cu idealul prim p Să notăm și egalitățile Z (Toate numerele prime) - Z Și Z^ - Q - Zq Nu este greu de verificat că subinelele câmpului Q care conţine unitatea sunt epuizate de inele de forma Zz Mai jos vom vedea că produsul tensor Zz(r)zZr coincide cu Zmi', iar produsul fibros Zi \qZi' coincide cu ZZ(jZ' Operația de localizare a modulelor este aplicabilă, în special, unui grup abelian arbitrar considerat ca un modul Z Pentru comoditate, formulăm separat definiția localizării unui grup abelian Capitolul Definiție Fie G un grup abelian Numim o localizare a unui grup G în raport cu mulțimea I de numere prime un Zi-modul G (r) Zz; notație: G[ Incluziunea naturală Z->Zi induce un homomorfism de localizare G->Gi Este posibil să se descrie localizarea folosind limita inductivă În acest scop, să ordonăm mulțimea produselor numerelor prime neincluse în Z folosind divizibilitatea În continuare, compunem un sistem inductiv de grupuri, indexate după elementele acestei mulțimi ordonate, din grupurile Gs - G și homomorfismele Înmulțirea G cu s/s' v s >CrS' (s G(r) Z; prin formula gt -> g(r) Us Aceste mapări sunt consecvente între ele și, prin urmare, definesc o mapare lim Gs-+G(r) Z/ > S În cazul G = Z, este clar că această mapare este un izomorfism (Fiecare mapare Z->Zz este monomorfă și, prin urmare, limita inductivă este monomorfă Mai mult, elementul a/s al inelului Zz este imaginea elementului a al inelului Z sub maparea Z = G,->Zz ) Cazul general se reduce la cel considerat, deoarece trecerea la limita inductivă comută cu înmulțirea tensorală Lema Dacă I și I' sunt două seturi de numere prime, atunci produsul tensor al lui Zi și Zr este izomorf cu Zifti' Dovada Definim un homomorfism inel Zz (r) Zz- -> Zi(\t', Construcții algebrice punând ț>(a!b (r) a'jb') - aa'/b' Deoarece b este produsul primelor care nu sunt în I și b' este produsul primelor care nu sunt în r, produsul b' este produsul primelor care nu sunt în /QZ'; prin urmare maparea p este bine definită Pentru a verifica că p este un epimorfism, luați în considerare fracția rls și reprezentați s ca produsul s^, unde se află în afara lui I și $ în afara lui Γ Atunci p(l/sj (r) r/s ) - r/s Pentru a arăta că p este un monomorfism, să presupunem că p ( iilbt (r) Cild^ = Apoi ^aiCi/bidi - și, în consecință, ( G[ este un izomorfism - Aprox ed Capitolul Propunerea Localizarea mapează secvențe exacte de grupuri abeliene la secvențe exacte de grupuri abeliene Dovada Acest lucru rezultă și din Propoziția , deoarece limita inductivă păstrează exactitatea șirurilor Corolarul Dacă ->A->B->C-> este o succesiune exactă de grupuri abeliene și două dintre aceste grupuri sunt module Zi, atunci al treilea grup este, de asemenea, un modul Zi Dovada Luați în considerare diagrama de localizare |(r)zz |(r)zz |(r)zz ->D / > in,-> Cr-> Prin Propoziția , rândul de jos este exact și din ipoteza și Lema rezultă că două dintre cele trei mapări verticale sunt izomorfisme Conform lemei pe cinci homomorfisme, a treia mapare verticală este, de asemenea, un izomorfism și rămâne să aplicăm încă o dată Lema Corolarul Dacă într-o lungă secvență exactă ->An ->Vp -► Cn -► Ap-i -■*Vts-i -> două din trei seturi de grupuri Sh {CJ sunt alcătuite din module Zi, apoi al treilea set este alcătuit tot din module Zi Acest lucru este dovedit de exact aceeași aplicare a lemei cinci homomorfisme Corolarul Fie F->E->B o fibrație Serre, iar spațiile F, E, B să fie conectate și Construcții algebrice grupurile fundamentale sunt abeliene Apoi, dacă oricare dintre seturi {nzF}, {lg£}, {lgB} sunt alcătuite din module Zi, apoi al treilea set este alcătuit tot din module Zi Aceasta rezultă din Corolarul și exactitatea secvenței de homotopie -> TtiF -> PіE -" P[V -> O afirmație similară este valabilă și pentru omologie Propunerea Fie F -> E -> B o fibrație Serre astfel încât grupul uB acționează trivial asupra grupurilor Ht(F; Z/p) pentru orice prim p, culcat în I Atunci dacă două dintre seturi [HtF], {НіЕ\, [НіВ] (de omologie întreg) sunt compuse din module Zi, apoi al treilea set este compus și din module Zr Dovada Din acuratețea secvenței de coeficienți НіХ НіХ-^Ні (X- Z/p) rezultă că grupurile HiX sunt /-module dacă și numai dacă grupurile Hi(X-, Z/p) sunt banale pentru toate numerele prime p care nu se află în I Dar secvența spectrală Serre cu coeficienți în Z/p arată că dacă două din cele trei mulțimi {Hi(F- Z/p)}, {Hi(E-, Z/p)}, {Hi(B-, Z/p)} constau din zerouri, apoi al treilea set este format din zerouri Cometariu Această demonstrație foarte simplă a Propoziției se datorează lui DW Anderson Capitolul Numim pătratul grupurilor abeliene A B pătrat fibros dacă succesiunea exacte Lema Limita inductivă a pătratelor cu fibre este un pătrat cu fibre Dovada: limita inductivă a secvențelor exacte este o secvență exactă Propunerea Fie G un grup abelian și fie I, Г mulțimi de numere prime astfel încât IQI' = , /și//=={toate numerele prime} Apoi G G(r)Zz'-*G(r)Q există un pătrat stratificat Dovada Cazul Dacă G = Z, atunci este ușor să verificați dacă succesiunea OZ-> Zz f Z/'-> Q-" O Z/p"-> exacte Cazul Dacă G = Z//, la pătratul ' are forma Z/p" -> Z/pa sau Z/p"-^ o Cazul Dacă G este un grup finit generat, atunci este o sumă directă finită a grupurilor considerate în primele două cazuri Construcții algebrice Caz general Un grup abelian arbitrar este o limită inductivă a grupurilor abeliene generate finit, iar afirmația noastră decurge din Lema și Cazul Propoziția dovedită poate fi reformulată astfel: grupul G este produsul fibros al localizărilor sale Ci și Gv peste Go În concluzie, subliniem următoarea generalizare a Propoziției meta oferta diagramă Să facem un infinit G G G merge Grupul G este un produs infinit de fibre din localizările sale G , G , over Go Dovada Din propoziția anterioară rezultă că grupul G i este produsul fibros al grupelor G și G peste Go În plus, grupul G , , este produsul fibros al grupelor G t și G peste Go și așa mai departe § REUPINERI Ne întoarcem acum la luarea în considerare a completărilor de inele și grupuri Dintre inele, ne va interesa, ca și până acum, în principal inelul de numere întregi, pentru care vom lua în considerare "completări aritmetice" În cazul grupurilor, avem în vedere completările profinite, iar pentru grupurile abeliene, completările formale asociate acestora La sfârșitul capitolului, luăm în considerare câteva exemple de grupuri profinite care apar în topologie și algebră și discutăm structura grupului de unități p-adice În final, vom studia conexiunile dintre operațiile de localizare și completare, pentru care construim niște quad-uri fibrate Capitolul șobolani, care ulterior vor apărea din nou - deja la nivelul complexelor CIG Reumplerea inelelor; numere d-adice Fie R un inel și fie / E /, , este o succesiune descendentă a idealurilor sale cu oo GR/= ( ) /= Folosind aceste idealuri, se poate defini o metrică în inelul R prin setare d (x, y) = e~k, e > , dacă x - y^/k, dar x - y & Ik + s(I = R) Dacă x - y Ik, atunci n - z eZmin(d, i) Prin urmare, inegalitatea puternică a triunghiului este valabilă d(x, z) max(d(x, y), d(y, z)) oo Mai mult, dacă d(x, q) = , tox-r/e Q/y={ } i=o Prin urmare, funcția d este într-adevăr o metrică în R Definiție Fie R un inel cu metrica d Să definim completarea Rd a inelului R în raport cu metrica d folosind secvențe fundamentale Cu alte cuvinte, considerați în inelul R secvențe {xn} astfel încât limd(xn, xm) = ') p, t->oo Secvențele {xn), {yn} sunt considerate echivalente dacă d(xn, yn) -> Să notăm mulţimea claselor de secvenţe fundamentale echivalente ') În cazul nostru, această cerință este echivalentă cu condiția Construcții algebrice în termeni de Rd și definiți structura unui inel topologic în Rd prin setare [{-* "]] + [SH - [{xp + rl} , ІЫНШМІІ- Există un homomorfism complementar natural R~*Rd, translatarea elementului r în succesiunea {r, r, } Homomorfismul c are proprietatea de universalitate în raport cu homomorfismele continue ale inelului R în inele topologice complete Exemplul Fie R - Z și It = (p ), unde p este un număr prim Topologia indusă de secvența I/ nu este altceva decât topologia p-adică în Z, iar completarea este inelul Zp al numerelor întregi p-adice Inelul numerelor p-adice întregi a fost introdus de Hensel în studiul ecuațiilor diofantine Rezolvarea unei ecuații diofantine în inelul Zp este echivalentă cu rezolvarea congruențelor diofantine corespunzătoare modulo puteri mari ale lui p Soluția congruențelor diofantine peste toate modulele este echivalentă cu soluția ecuației corespunzătoare din toate inelele de numere p-adice Unele polinoame netriviale se împart complet peste inelul Zp Acesta este, de exemplu, polinomul xp-' - (vezi demonstrația Propoziției ) Prin urmare, în acest caz (și în multe alte cazuri) suntem capabili să studiem independent proiecțiile problemelor cunoscute peste inelul Z în diverse numere p-adice, având de fiecare dată un instrument suplimentar precum rădăcinile (p - ) de unitate Exemplul Fie I o mulțime nevidă de numere prime (pj, p , ) și fie /' = (p{p' p{) Capitolul Topologia indusă de secvența /y este topologia Z-adică în Z, iar completarea corespunzătoare este notată cu Z/ Dacă I's I, atunci > Ilj și fiecare secvență fundamentală din topologia /-adică este, de asemenea, o secvență fundamentală în topologia /'-adică Datorită acestui fapt, cartografierea Zz-* Zzz Propunerea Considerăm un sistem inelar proiectiv {Z/pn} în care homomorfismul Z/p*-* Z/p"' (n ni) este definit ca un mod de reducere pm Există un izomorfism inel natural zp ^pp' Dovada În primul rând, definim pentru fiecare n natural un homomorfism inel R" Zp-^Z/pn Dacă țx;] este o secvență fundamentală în inelul Z, atunci reziduurile mod pn ale numerelor Xi pentru i suficient de mare nu depind de i și se stabilește Є[{^}]== {rezidu stabil Xi\ Este clar că dacă secvența {x/z} este echivalentă cu șirul (z/z}> atunci pentru i suficient de mare diferența Xi - yi este divizibilă cu pn', prin urmare maparea pn este bine definită Nu este greu de verificat că homomorfismele Pn construite sunt în concordanță cu mapările care constituie sistemul proiectiv Prin urmare, ei definesc un homomorfism c' -Zp-► Ac Z/pn Homomorfismul pp este un monomorfism Într-adevăr, dacă pp {xr{ - , atunci pentru fiecare număr natural n aproape toți membrii șirului {nA sunt divizibili cu Construcții algebrice pe pn, adică se află în idealul In Dar aceasta înseamnă că secvența (%,} este echivalentă cu secvența { , , , Omomorfismul pp este un epimorfism Într-adevăr, să fie {rn} o secvență de reziduuri mod p(tm) care definește un element al inelului lim Z/pn Alegem o succesiune {?"} de numere întregi care se află în clasele de reziduuri corespunzătoare Evident, succesiunea {?"} este fundamentală și Рр {гп} = (Гп) g Z/pn Consecinţă Inelul Zp este compact Dovada Izomorfismul pp este continuu în topologia limitei proiective în lim Zlpn -ț Propunerea Produsul cartografiilor naturale Z; -> Zp, p ^ , induce un izomorfism inel Dovada Argumentele folosite în demonstrația Propoziției arată că inelul Z/ este limita proiectivă a inelelor finite Z/p{ pl, / = {pp P , Dar eu" lim Z/p{ pi - lim P Z/pî - lim P Z/p! = * " * "t= (X ) = nn = lim lim IJZ/p£ = lim C limZ/pl = Gt universal în ceea ce privește mapările grupului G în /-grupuri finite ') Construcția unei completări /-profinite este functorială Într-adevăr, un homomorfism arbitrar f: G -> G' induce, având în vedere prezența unei diagrame i=/- i' " n' eu i GX G' eu GIH G'/H' familie proiectivă de mapări G/H G'/H', H = G'H' și, prin urmare, definește un homomorfism Gt = lim G/H lim G'IH' = Gн Exemple ) Fie G = Z și / = {p) Este clar că factorii p ai grupului Z sunt epuizați de grupurile Z/pn De aceea {p-completarea profinită a grupului Z}-lim Z/p"; P ultima limită nu este altceva (în mod aditiv) ca completarea p-adică teoretică a inelului a inelului Z (inelul numerelor p-adice întregi) ') Adică, orice homomorfism al grupului G într-un /-grup finit se extinde în mod unic la G/ Construcții algebrice ) Fie G = Z și =\p{, p , } Apoi Z/ = Hm Z/p, рУ, A Unde a = {("], a , u, , , , )j există un set de secvențe de exponenți nenegativi, dintre care doar un număr finit este diferit de zero, ordonate conform regulii: a^a' dacă a a' pentru toate i Deoarece succesiunea {aj, unde afe= , k, , , , ), k ori este confinal, atunci fe Zz = lim P Z/p? = P Hm Z/p? = П Zp tTz= peZ ) Pentru orice grup abelian G ,- Gp pei ) Dacă G este un grup abelian finit generat de rang n, atunci Gi - G (r)zZi & Zz(r) (r)Zz(r)(/-torsiunea grupului G) n termeni ) Dacă un grup G este /-divizibil, atunci completarea sa /-profinită este trivială; de exemplu, Qz - O, (Q/Z)z = o ) completarea p-profinită a sumei directe infinite (r)Z/p este produsul direct infinit îlz/p Din aceste exemple vedem că functorul de completare profinit este exact pe categoria grupurilor abeliene generate finit, dar nu și pe categoria tuturor treizeci Capitolul grupuri abeliene; de exemplu, succesiunea exactă ->Z->Q-*Q/Z-> merge după completare la secvența -"Zz-> -> -> Următoarea modificare a construcției de completare profinită conduce la un functor de completare care este deja exact pe întreaga categorie de grupuri abeliene Definiția -completarea formală a unui grup abelian G este grupul G( = G Ѳ Zz Este clar că /-completarea formală a unui grup abelian finit generat coincide cu /-completarea sa profinită Propunerea Functorul G*->Gi este exact Mai mult, este singurul functor care coincide cu categoria grupurilor abeliene generate finit cu completare profinită și comută cu trecerea la limita directă Dovada Prima afirmație rezultă din absența torsiunii în grupul Zi, iar a doua rezultă din două fapte evidente: (i) orice grup abelian este limita inductivă a subgrupurilor sale finit generate; (ii) înmulțirea tensorilor comută cu trecerea la limita directă Dacă I este mulțimea tuturor numerelor prime, atunci grupul Gi se numește pur și simplu completarea profinită a grupului G și se notează cu G, iar grupul Gi se numește completarea formală a grupului G și se notează cu G Evident , G = G(r)Z=G(r)Z Rețineți că completarea profinită G a grupului G este completă Într-adevăr, fie [R] un set parțial ordonat de subgrupuri deschise ale lui G, Construcții algebrice având un indice final; Apoi G lim {GIH\ (= "completarea continuă a grupului G") Uneori se dovedește că orice subgrup de G care are un indice finit este deschis Acest lucru este adevărat, de exemplu, în cazul lui G = Z și, în general, în cazul unui grup abelian G generat finit În aceste cazuri, topologia grupului G poate fi restabilită din structura sa de grup folosind izomorfismul * Topologia nu este determinată de structura grupului, de exemplu, în cazul unui grup "oo П Z/p = (completarea profinită a grupului (r)Z/pJ Exemple din topologie și algebră Ne uităm acum la câteva exemple interesante de "grupuri profinite" ) Fie X un complex infinit și /r* o teorie de coomologie extraordinară Să presupunem că pentru fiecare i grupul h(p) este finit și grupul h{(pt) este finit generat (sau invers) Atunci pentru fiecare i grupul redus hl (X) este un grup profinit De exemplu, functorul K cu spațiu redus este grupul de numere întregi -adice Profinititudinea grupului îi (X) rezultă din formula îi (X) = lim hl (al-lea nucleu al lui X) P și faptul că grupurile A'('-al-lea schelet al lui X) sunt în esență finite ')* ') În acest caz, "în esență" înseamnă că imaginea homomorfismului de incluziune h' ((n + )-al-lea schelet) -> d' (n-a-lea schelet) este finită De asemenea, observăm că axiomatica general acceptată a coomologiei extraordinare acoperă numai complexe finite Aici ne referim la extinderea acestei axiomatici la categoria tuturor complexelor, inclusiv la axioma h* (lim Xn) = lim h* (Xra); defectul principal al coomologiei extraordinare astfel definite este imprecizia secvenţelor de perechi - Notă, ed Capitolul ) Fie K o extensie normală infinită a câmpului k Atunci K este uniunea extensiilor normale finite ale câmpului k: K = \jL co Prin urmare, grupul Galois al câmpului K peste k este profinit: Gal da) = іт Gal (L/k) VG Să aruncăm o privire mai atentă la patru exemple ale acestei situații (i) Fie k un câmp simplu Fp și K = FP închiderea algebrică a câmpului Fp Atunci K este uniunea câmpurilor Fpn constând din pn elemente, iar Fpn este conținut în Fpm dacă și numai dacă m este divizibil cu n Să ordonăm numerele întregi în funcție de divizibilitate Apoi Gal (FpIFp) = lim Gal (Fpn/Fp) = It Z/n = Z rtn Mai mult, grupul Ga\(Fpn/Fp) are un generator natural, automorfismul Frobenius g g F"n (x^xp} Fpn- (Conform Micii Teoreme a lui Fermat, ap = a mod p, astfel încât Γ acționează trivial asupra /% ) Gradele unui automorfism generează topologic (dens în Z) Câmpurile compuse din elemente care sunt fixate în raport cu gradele automorfismului r nu sunt altceva decât câmpuri finite care filtrează Pp (ii) Fie k = Q (câmpul numerelor raționale) și K = Dg se obține prin adăugarea la Q a tuturor rădăcinilor unității Apoi Gal (A}/Q) = Z*, unde Z* este grupul de elemente inversabile ale inelului Z Construcții algebrice Câmpul Xq poate fi descris ca o extensie abeliană maximă a câmpului Q, adică ca un element maxim într-un "mult" parțial ordonat de extensii abeliene ale câmpului Q (grupuri Abelian Galois) Descompunere corespunde faptului că Xq este un compus de câmpuri dr ( Q cu rădăcini atașate grade de la unitate)' iar Gal (X£/ ) Prin urmare, există homomorfisme de grup Z->Z', maparea netrivială a grupului Zp în grupurile Z*q cu q = p și modr Diagrama rezultată Z -> * II II Abelianizarea "Galois Gr" "Grupurile Galois Q" ne vor permite să relaționăm "cazul caracteristicii p" cu "cazul caracteristicii zero" Unitățile inelului de numere p-adice întregi Pe lângă aceste fenomene algebrice interesante, considerațiile analitice joacă, de asemenea, un rol important în cazul p-adic De exemplu, folosind funcțiile analitice p-adice log și exp, se poate demonstra următoarele Propunerea Există o împărțire canonică a grupului unitar (profinit) al inelului de numere întregi p-adice: Zp = (Z/p - )(r)ZP pentru p> , Z^(Z/ )(r)Z Construcții algebrice Dovada Considerăm cazul p > Deoarece grupul multiplicativ / * al câmpului finit Fp este izomorf la Z/p - , există o succesiune exactă j? y includere > reducere mod p ) > unde U este un subgrup al grupului de unitati, compus din elemente de forma + u c u = mod p Primul pas Definim o divizare canonică T • T : О W*! z;->(z/pi)->i Pentru aceasta, considerăm un endomorfism xi -* x° al grupului ZP și îl repetăm la infinit (sistemul dinamic Frobenius pe Zp) Deoarece ordinea grupului de unități ale inelului Z/pfe este egală cu pfe (p - ), atunci pentru orice x e Zp congruențele Fermat xp =l(modp), xp(p-i) =l(modp ), xpk~l (p > ss (mod p*), Aceste comparații arată că seria X \u d X - (xp - x) + (xp! - Xp) + definirea "reprezentantului Teichmüller x" converge pentru orice x ∈ Zp În același timp x = lim xp" P-"OO Aceasta înseamnă că fiecare punct x s Zp tinde către un punct staționar al acestui endomorfism sub mai multe repetări ale endomorfismului Frobenius x > -> xp Dar bino- * Sv Capitolul I formula mial (a + p&)₽ = S (₽z)a (pb)k = arP + i+k=Pn S(pn - (pn - ) {pn - (k - albk' " (L - I) \ k / , Z+fe=pn k > o arată că (a + pb)pn = arP (mod pn) Astfel x depinde doar de restul elementului x mod p În consecință, fiecare cosetă în raport cu subgrupul U se contractă sub acțiunea endomorfismului Frobenius iterat până la un punct Este clar că punctele (p - ) obținute formează un subgrup de Zp, iar acest subgrup este mapat izomorf de homomorfismul Zp -> (Z/p - ) al secvenței noastre pe Zp - Izomorfismul invers al grupul Z/p - în acest subgrup și este luat pentru T Al doilea pas Definim acum un izomorfism canonic U-^ZP Mai precis, construim o pereche de izomorfisme reciproc inverse £/ȚZ±pZp = Zp În primul rând, să punem ( + u) log(l + u) = u - u/ + u / - Este ușor de verificat dacă această serie are sens și converge Într-adevăr, dacă u = pv, atunci al n-lea termen un/n se află în pZp pentru orice n și tinde spre zero ca n -> oo (acest lucru este suficient pentru ca seria să convergă în această situație non-Arhimediană) Construcții algebrice Vom construi maparea e folosind exponentul: în VP X'->e*= +^+- -+ +m+ ••• • Funcția e este definită pentru tot x din idealul maxim pZp s Zp Ca și în cazul precedent, folosind relațiile x = py, se poate arăta că (pentru p > ) șirul xn/n\ se află în întregime în Zp și tinde spre zero ca n -> oo Dovada se bazează pe relație nu ("!)==[ "fr(") "p-> în care funcția ѵp(n) este definită de egalitatea n==Pr-p ( R iar Φp(n) denotă numărul de coeficienți nenuli în expansiune n = a + a{p + a p + Deoarece în inelul seriei de puteri formale giogx -x și jOggx X(, mapările I și e definesc izomorfisme reciproc inverse între U și pZp Deoarece nu există elemente de ordin finit în grupul Zp, grupul pZp este izomorf cu grupul Zp Aceasta completează demonstrația pentru p > În cazul p = , sunt necesare unele modificări La primul pas, succesiunea exactă -> ( -> Z -Z/ -> este construit folosind reducerea modulo și izo- morfism (Z/ )*~Z/ Împărțirea în acest caz se obține prin ridicarea grupului Z/ = { , } la grupul {± ] sZȘ Capitolul La a doua etapă, logaritmul încă determină maparea U Z - Z , dar maparea exponențială este definită doar pe pătratul idealului maxim: Z -*t/ , Într-adevăr, egalitate v (n!)=n - -S '(c)R+, unde C este câmpul numerelor complexe, R este câmpul numerelor reale, R+ este grupul aditiv al câmpului R și S este grupul de factori al grupului R+ față de subgrupul de numere întregi § COMPARAREA COMPLETĂRII CU LOCALIZAREA Să comparăm acum operațiunile de localizare și reaprovizionare Să ne amintim definițiile relevante Localizare: G/- lim {G->G->G-> } = G Zt Prokonechnoe! % G end/-factori /-completare) i (grupele G subgrupe ale indicelui I Formal! qg (r) % іт j /-completare J -► " subgrupuri finit generate H s O Fie G un grup abelian și fie / o mulțime nevidă de numere prime Oferi Există o diagramă comutativă naturală localizare ->- = (j (r) Z/ I , /-completarea formală este a Q -> (jl = (j (r) /-completare profinită ~ (factori /-finiți! ~^ GP [ grupe GJ Capitolul Dovada În primul rând, construim o diagramă comutativă Pentru a face acest lucru, amintim că grupul Gi poate fi definit ca limita inductivă a sistemului de homomorfisme înmulțirea cu un L Q -> G, (? p) == pentru p e I (vezi Propoziția ) și rețineți că homomorfismul G/H înmulțirea cu q *G/H este un izomorfism pentru orice subgrup și de G de /-index finit Acesta din urmă furnizează mapări canonice ale grupului Gt la toți /-factorii finiți ai grupului G și, prin intermediul acestora, o mapare canonică a grupului Gi la limita lor proiectivă G[ Este clar că diagrama rezultată este comutativă Apoi, folosind maparea cu și egalitatea G = lim Pornit, A unde Ha sunt subgrupuri finite ale lui G, obținem diagrama natural natural G, Сg j Aici prima mapare este, evident, un izomorfism, iar al treilea grup este, prin definiție, o completare formală a lui G; Deci, am definit mapări G[ -> Gt -> Gt Construcții algebrice și putem construi diagrama promisă Rămâne de verificat comutativitatea acestuia Dar triunghiul superior este comutativ, deoarece este limita inductivă a triunghiurilor construite mai sus (pentru grupurile generate finit), iar comutativitatea triunghiului inferior rezultă din naturalețea diagramei lim Na-" іт LF Х^\ іт Я")Г Consecinţă Dacă G este finit grup generat, atunci există o diagramă comutativă cu rânduri și coloane exacte DESPRE eu -> {/'-torsiune G} -> G -► Gi II ■ Zi b Zi reaprovizionare cu localizare iar maparea naturală GZ->GZ este (idG)(r)c Este clar că localizarea și finalizarea formală fac naveta cu limite directe Următoarele exemple arată că alte afirmații similare nu sunt adevărate: (a) localizare: [lim Z/pa] (r) Q = QP, dar lim [Z/p"(r) a a (r)Q] = °; (b) completare formală: [lim Z/p"] (r) Zp ¥= Zp = = lim (Z/p" (r) Zp); Capitolul (c) completare profinită: i) scrie Q = limZ; a * a * atunci limZ = Z(r)Q, dar Q - ; ii) lim ( t-Z- qXR Imaginea câmpului Q sub această încorporare este discretă, iar grupul de factori al grupului aditiv al inelului QX R în raport cu grupul aditiv al câmpului Q este compact Inelul QXR se numește inel adele (pentru câmpul Q) Se pare că pentru orice câmp de numere algebrice este posibil să se construiască inelul adele corespunzător și chiar și pentru orice grup algebric, grupul adele corespunzător (de exemplu, pentru câmpul Q(t) = Q(x)I(xp) - ) sau pentru grupul GL(n , Z)) Grupurile Adele au măsuri canonice, iar volumul factorilor aritmetici corespunzători are interpretări teoretice de numere interesante (vezi articolul lui A Weyl "Adélie și grupurile algebrice" din Mathematics, : ( )) Unitățile de inele adele se numesc idele Ele sunt utilizate în construcția extensiilor abeliene ale câmpurilor numerice (teoria globală și locală a câmpurilor de clasă) Pătrat aritmetic Acum vom lua în considerare "pătratul foliat" care conectează operațiunile de localizare și completare Apare atunci când se încearcă restaurarea unui obiect prin localizările și completările sale Capitolul Propunerea Diagrama formată din grupuri (inele) și cartografii naturale >Zp (r)QI | (r) Z(p) P φ Q - Qp-> O, unde i, i sunt înglobări naturale Este clar că pentru orice număr p-adic xsQp există un număr rațional n!pa astfel încât suma x + (nira) este un număr p-adic întreg Prin urmare, harta i - / este un epimorfism Mai mult, este clar că harta C) φ( ) nu are nucleu Pentru a completa demonstrația, ar trebui să observăm că un număr rațional n/m este un întreg p-adic dacă și numai dacă n nu este divizibil cu p, adică atunci când n/n aparține locației inelului Z prin idealul p Consecinţă Localizarea inelului Z în raport cu idealul p este produsul fibros peste câmpul p-adic Construcții algebrice numere, inelul numerelor p-adice întregi și câmpul numerelor raționale Propunerea Diagramă Z- numere întregi] profin reaprovizionare > produs de din toate inelele p de numere întregi? numere p-adice I localizare zero localizare zero Gpapional) (limitat (raţional! > {scufundări peste toate p câmpurile ( numere j ( numere p-adice {"terminal adele"} este un pătrat fibros de inele Dovada Din nou, trebuie să verificăm acuratețea secvenței o->z-"q (r)P zp~-*PoP->o R (folosim rapoartele Q== produs limitat Qp, adică colecția de secvențe infinite a = (r , f , r , ) numere p-adice, dintre care toate, cu excepția unui număr finit, sunt numere întregi) Este ușor de verificat dacă există un număr rațional p/t astfel încât suma lui p/t să fie R R Capitolul este un număr p-adic întreg pentru toate p Prin urmare, maparea i - j este un epimorfism Ca și mai înainte, demonstrația se termină cu observația că un număr rațional este un întreg p-adic pentru tot p dacă și numai dacă este pur și simplu un întreg Consecinţă Inelul numerelor întregi este produsul fibros al câmpului numerelor raționale și inelul adelelor întregi (adică produsul inelelor întregilor p-adice peste tot p) peste inelul tuturor adelelor finite Generalizare: pentru orice grup abelian G generat finit și orice mulțime I nevide de numere prime, diagrama J Completare Z-adic G (r) al -lea Gi -► Gi G (r) Z, localizare zero localizare zero (Merge IR - " reaprovizionare formală " ~ G (r) Q â* Go !■ -(G )z =* G Q Zi este un pătrat fibros Luând ca I mulțimea tuturor primelor, vedem că grupul G este recuperat din maparea canonică a localizării sale G(r) Q și a completării sale profinite Г Gp în grup R G {"adeles finite"} Setând I - țp}, vedem că localizarea grupului G față de p poate fi recuperată din hărți analoge de localizare la zero și o completare p-adică În următoarele două capitole vor fi prezentate construcții similare pentru spații Vom vedea că studiul spațiului X poate fi împărțit în două părți - studiul completării sale profinite X și Construcții algebrice spaţiu Ho raţional Fiecare dintre aceste două spații este mapat la spațiul adelic Xa, iar spațiul X este reconstruit din diagramă X eu Ha->HA Aceasta este ideea principală a primelor trei capitole capitolul TEORETIC-HOMOTOPIC LOCALIZARE În acest capitol, construim un functor de localizare în teoria homotopiei, folosind construcția celulară pentru spații simple conectate și construcția lui Postnikov pentru "spații simple" Câteva exemple (sperăm) ilustrative vor fi date la sfârșitul capitolului Vom lucra în categoria "spatii simple" și clase de cartografiere homotopie Amintiți-vă că un "spațiu simplu" este un spațiu care are tipul de homotopie al unui complex C^ și astfel încât grupul său fundamental este abelian și acționează trivial asupra grupurilor de homotopie și omologie ale spațiului său universal de acoperire Să fiu un set (posibil gol) de numere prime Fixăm I și prin localizare înțelegem localizarea față de I Definiție Un spațiu Xi se numește local dacă grupurile sale de homotopie sunt locale, adică sunt module r Maparea spațiului X în spațiul local Xi, X -" Xi, se numește localizare dacă este universală în ceea ce privește toate mapările spațiului X în spații locale, adică dacă pentru orice astfel de mapare f există o mapare unică fi care face diagrama X ^Xi ( local "I (spațiul J comutativ Homotopie-localizare teoretică Spațiile locale și localizările se caracterizează prin următoarea afirmație: Teorema Lăsa X-+X' este o mapare continuă arbitrară Dacă spațiile X, X' sunt simple, atunci următoarele afirmații sunt echivalente: (i) maparea I este o localizare", (ii) harta I localizează grupurile întregi de omologie: N"X - (r)z)\ /& H X(r) Z (iii) harta I localizează grupurile de homotopie (*> ): z l L > lD' S "L Setarea I egală cu maparea identității, obținem Consecinţă Dacă spațiul X este simplu, atunci următoarele afirmații sunt echivalente: (i) spațiul X este local: (ii) Grupurile HtX sunt locale: (iii) grupurile ll sunt locale Mai mult, Teorema implică imediat Consecinţă Fie X X' o mapare continuă Dacă spațiile X, X' sunt locale și simple, atunci următoarele afirmații sunt echivalente: (i) I este o echivalență de homotopie: (ii) L induce un izomorfism de omologie locală: (iii) I induce un izomorfism al homotopilor locale capitolul Rețineți că o mapare induce un izomorfism al omologiilor locale dacă și numai dacă induce un izomorfism al omologiilor raționale și al omologiilor mod p pentru toate p&I Demonstrarea Teoremei este interesantă, dar de lungă durată, și o prezentăm la sfârșitul capitolului Acum descriem o construcție de localizare care utilizează această teoremă Construcția se realizează de-a lungul scheletelor și începe cu construcția localizării sferei Alegem o secvență cofinală {/b I , } în mulțimea multiplicativă de numere întregi coprime la I De exemplu, dacă = {p,, p , ) este o mulţime de numere prime complementare lui I, atunci fie z C •••} = {₽!• P\Pi P ■ ■ ■ P^ ■ ■ ■} In spate- fixăm, în continuare, o hartă Sl -> S' de grad In și definim "sfera locală" Sn ca un "telescop infinit" construit din succesiunea de hărți i-zonele Este clar că includerea S -" Si a primei sfere în telescop localizează omologia, deoarece induce următoarea mapare a grupelor Hf -U pentru j = ^= i, Z -► lim Z, - Ti pentru j = i Homotopie-localizare teoretică Din teorema rezultă că maparea I localizează și grupurile de homotopie, n "Sz -► ntSi (r)Zl\ (r)Z;, și că I este o localizare Situația de homotopie rezultată este interesantă, deoarece maparea în grupurile de homotopie ale unei sfere indusă de maparea gradului d a acestei sfere asupra ei însăși nu este ușor de descris De exemplu: (i) harta S ->S induce o înmulțire cu d în grupul n (S ) = Z (X Hopf); (ii) maparea S > S induce un endomorfism al grupului n (S ) = Z/ (c) Z/ dat de matrice 'O \ O/ (D Frank) Consecinţă Endomorfismul în d-torsiunea grupului Ti/iS ) dat de harta de gradul d este nilpotent Definiție Un complex CW local este construit inductiv, pornind de la un punct sau dintr-o sferă unidimensională locală, prin atașarea conurilor peste sferele locale prin maparea acestor sfere locale în "schelete locale" de dimensiune inferioară Cometariu Deoarece nu avem sfere locale zero-dimensionale, nu există nici celule unidimensionale locale Teorema Fie X un complex CW care are o singură celulă zero-dimensională și nicio celulă unidimensională Apoi există un astfel de complex CW local Xt și un astfel de "celular" cartografierea X-+Xi, Capitolul CE' (i) maparea I induce un izomorfism între setul de celule ale complexului X și setul de celule locale ale complexului Xr, (ii) harta I localizează omologia Consecinţă Orice spațiu simplu conectat are o localizare Dovada corolarului Să alegem o partiție celulară a spațiului X în care există o singură celulă zero-dimensională și nicio celulă unidimensională *) și să luăm în considerare maparea X-^-Xi, satisfacerea cerintelor teoremei Din teorema rezultă că I localizează homotopiile și este o localizare Demonstrarea teoremei se va realiza prin inductie pe dimensiune Dacă X este un complex bidimensional cu un nucleu unidimensional X(I), atunci X este o grămadă de sfere bidimensionale: X=VS În acest caz, maparea VS -* VSz satisface cerințele teoremei și este o localizare Să presupunem acum că afirmația teoremei este adevărată pentru toate complexele de dimensiune n - Fie X un complex de dimensiune n satisface cerințele teoremei și este o localizare, la fel și suspensia sa ZA-t'ZAi Luați în considerare secvența Puppe V S "- X- -> ѵ sa !' ) Pentru a construi o astfel de partiție, se cere, în general, înlocuirea spațiului X cu un alt spațiu homotopic echivalent cu acesta - Aprox ed Homotopie-localizare teoretică Deoarece, conform teoremei , X[Γ este un spațiu local, harta ft care face pătratul comutativ există și este unică Notăm cu Xu maparea declinată fi și definim maparea I: X -> Xu ca U Г~' U f c(ѵ S't I)->Xu U f[ c(V Sfi~l) Din ipoteza de inducție rezultă că maparea I induce o corespondență unu-la-unu între seturile de celule și celulele locale Luați în considerare o diagramă 'nl | '"-r ,,V " VS(V r ' - ѵ Zch XY- ' Deoarece toate spațiile inferioare, cu excepția poate Xu, au omologii locale, rezultă din exactitate că Xu are și omologii locale Deoarece toate săgețile verticale, cu posibila excepție a lui I, localizează omologia, I localizează și omologia Aceasta demonstrează teorema pentru complexe finite Dacă A" este un complex infinit, atunci setăm b-yig P= Este clar că Xi satisface cerințele teoremei Există o construcție duală cu localizarea celulară; ea folosește turnul Postnikov capitolul Fie X turnul Postnikov: >K(n+ , n+ ) n + ) Spunem că X este un turn local Postnikov dacă complexul Xn este construit inductiv, pornind de la un punct, folosind mănunchiuri cu "K(n, n) local" (adică, K(n, n) cu local n) ca strat Teorema Dacă X este un turn Postnikov arbitrar, atunci există un turn Postnikov local Xi și o cartografiere X-*Xt, care localizează grupurile de homotopie și k-invarianții*)• Dovada Să efectuăm inducția asupra numărului de etaje din turnul X Să presupunem că am construit o mapare localizarea homotopiei Apoi putem localiza în mod formal invariantul ^ k e Hn+l l ") s ') Notă În construirea turnului Postnikov Xi și a cartografierii X -> Xi, nu vom folosi trivialitatea acțiunii grupului A] asupra grupurilor de omologie ale spațiului de acoperire universal Homotopie-localizare teoretică Vom obține elementul kt e Hn+l (Хін~ \ n (r) Zi) După cum rezultă din teorema și din formula coeficientului universal, există un element unic kt e Np+I pa (r) Zz) cu Cki - kt O pereche consistentă de ^-invarianți (k, k() ne permite să construim o diagramă HP II G- "- + hpg \ \* n" (£z) -> n, (Bi) -> n, i (stratul) -> Comutativitatea sa rezultă din comutativitatea diagramei l (Br) Xi U fz C (Ai) induce un izomorfism al Zrro-mologiilor Pentru a completa demonstrația Propoziției , rămâne de verificat că spațiul Yt = Xi\JftC(Ai) este simplu: din corolarul Teoremei va rezulta apoi că maparea naturală Хі U h C(AZ)->(XU iCA\ este o echivalență de homotopie Este la latitudinea cititorului să judece dacă acesta este cazul când Y/ nu este pur și simplu conectat Rețineți acum că nu există o extensie a functorului de localizare la întreaga categorie de tipuri de homotopie care ar păstra pachetele și cobundle Într-adevăr, luați în considerare diagrama S ^acoperire dubla S ■> S -> RP investiție naturală RPao = K(Z/ , ) Verticala din această diagramă este un mănunchi, iar orizontală este o cofibrare Dacă localizăm această diagramă "în afara " (adică, în raport cu / care nu conține ), obținem diagrama RP* = * acoperire dublă capitolul Dacă localizarea ar păstra cofibrațiile, atunci spațiul RPz ar fi echivalent homotopie cu un punct Dacă localizarea ar păstra fascicule, atunci spațiul RP/ ar fi echivalent homotopie cu sfera locală S? (ceea ce nu este banal homotopic) Este interesant de înțeles ce fel de localizare poate fi definită pentru spații mai generale decât simple ') Înainte de a trece la demonstrarea teoremei , prezentăm câteva exemple și facem câteva observații clarificatoare ( ) Pentru orice spațiu local X, există un izomorfism [S), X], - ПіХ, unde indicele b înseamnă că sunt luate în considerare mapările care păstrează punctul marcat Pentru i > acest izomorfism este un izomorfism de grup (deoarece Sli = S'i~ , partea stângă are o structură de grup naturală pentru i > ), iar pentru i = ne permite să introducem o structură de grup în stânga latură ( ) Pentru un spațiu local X, există o echivalență de homotopie Q'X = Map (SJ, X), care generalizează izomorfismul ( ) ( ) Afișaj (Q'X)Z-> (X/), care este determinată, în virtutea proprietăţii de universalitate, de cartografiere q'x->q''xz, oferă o echivalență de homotopie între componentele conectate care conțin identitatea *) Vezi, de exemplu, localizarea echivariantă utilizată în demonstrarea Teoremei ) ) Vezi și lucrarea recentă a lui M Bendersky, A functor which localized non-simply connected spaces, Lecture Notes, ( ), - - Notă ped Homotopie-localizare teoretică afişa (Rețineți că n (QiSz)=Z și n (x'(Sz)) = Z/ ) În special, (Harta (SS S + )z^Mapft(S', S')+ , ( ) Dacă l, l' sunt două seturi disjunse de numere prime și / П/ = )toate primele), atunci diagrama X ->Xt II xg->ho este un pătrat fibros (Cu ajutorul Propoziției este ușor de verificat dacă secvența O -" uX -* LiX Zi-> ltX (r) Zv -> tiX (r) Q -> O este exact ) ( ) Generalizare: spațiul X este un produs infinit de fibre al localizărilor sale în numere prime separate XP Xq Xr \|X Hei peste spațiul Ho: Xr, s - Xr Xxo - ^s, Xg, s, - Xg, s Xx "X , Xs* ((Xg XxDz) Xx, X ) Xx X (vezi Propunerea ) ( ) Un spațiu Ho este un //-spațiu dacă și numai dacă este un produs al spațiilor Eilenberg-MacLane (vezi Mlinom J , Moore J , On the structure of Hopf algebra, Ann of Math , ( ), - ) ( ) Un spațiu X este un //-spațiu dacă și numai dacă pentru fiecare prim p spațiul Xp este un //-spațiu și izomorfismul canonic Ht(Xp-, Q) -> H*(Xq \ Q) capitolul este inel pentru o pereche arbitrară de numere prime p, q Dovada Fie X un //-spațiu cu înmulțirea q: Maparea q induce maparea cp: (XXXX)P->XP și, în consecință, maparea cp: XpXXp->Xp Prin urmare, fiecare Xp moștenește o structură // de la X Spațiul (Xp) coincide cu Xo și este clar că //-structurile de pe Xo induse de //-structurile X și Xp coincid Prin urmare, izomorfismele naturale // ((XP) ;Q)~// (X ;Q) / II NLHR; Q) sunt circulare În schimb, dacă pentru toate p prime, spațiul Xp este dotat cu o structură // și izomorfismul natural //,(Ap; Q) = H,{Xq-, Q) este inelar, atunci //-spațiile (Xp) )o și (X? )o sunt izomorfe (deoarece în cazul unui //-spațiu rațional, //-structura sa este determinată de inelul Pontryagin) Prin urmare, în spațiile diagramei % X A x există înmulțiri consistente Ele induc structura unui //-spațiu pe produsul fibrei X Cometariu Dacă Hq(X-, Q) = pentru BSO va avea o secțiune canonică peste scheletul ( n - ) ( ) Spațiul Thoma MUn este o împletitură a cofibrației BUn-^BUn^MUn Prin urmare (AfZ ")o este o împletitură a cofibrației n- n II K(Q, Z)-> P (A i/D, BUkn ( ) Se consideră S" cu n > (a) La fel este un //-spațiu dacă și numai dacă n este impar Mai mult, Son este spațiul buclelor spațiului /C(Q, n) (b) Spațiul Si"- este un //-spațiu numai pentru n - , , și este un spațiu de buclă numai pentru n = , (J F Adams) (c) Dacă p este impar, atunci spațiul S pn~l pentru toate este //-spațiu Este un spațiu de buclă dacă și numai dacă p = (mod n) (Necesitatea acestei condiții a fost dovedită de H Adem, N Steenrod, J F Adams și A Lyulevichus, iar suficiența va fi verificată în capitolul în studiul "mănunchiurilor sferice principale" ) Astfel, orice sferă S rt devine un spațiu de bucle ca rezultat al localizării de-a lungul oricăruia dintre setul infinit de numere prime p De exemplu, Sp este un spațiu de buclă pentru toate p prime de forma ^ + Cu toate acestea, pentru un p fix, sferele locale p"- sunt spații bucle numai pentru un set finit de valori ale lui n: dacă p > , apoi pentru n împărțind p - (sau, în general, pentru n, care sunt ordine ale subgrupurilor finite din grupul unitar al inelului de numere întregi p-adice) Homotopie-localizare teoretică ( ) (a) Dacă localizăm în afara lui , atunci maparea Kirby-Siebenman devine o echivalență ca n -> oo (b) Notăm cu G limita ca η -> °o a grupului de echivalențe de homotopie propriu-zise ale spațiului R Apoi, când este localizat în afara lui , obținem echivalența de homotopie GIPL G/Top = BO (vezi cap , p ), iar pentru localizare în două, următoarele expansiuni: G/Top (produsul spațiilor Eilenberg-MacLane) OO I!k(Z/ , I + ) x Psh, i) i==i L unde KO* denotă grupul de unități speciale din teoria K (K * = + KO) și maparea naturală este dat de un operator exponențial Ѳ în teoria K: KO KO*f {teoria finită} (cap ) Vom detalia ultima remarcă în partea a doua a acestei lucrări capitolul Demonstrarea teoremei În primul rând, demonstrăm echivalența condițiilor (ii) și (iii) Să începem cu trei observații generale Observație (a) La studierea cartografierii X-^X' vom folosi expansiunile sale postnikov: HP sistemul iostnikov superior n= , , , Ip~ ■Ma- Jn-al-lea ^-invariant [din spațiile X' (/) /С(n", n+ ) n + ) unde = Х°і == *, încălzitoarele verticale sunt pachete și (xLg = Um {G L (G)"} (Deoarece stabilizarea miezului are loc în turnul Postnikov, putem folosi limita proiectivă fără niciun risc În capitolul vom studia limita proiectivă într-o situație mai complicată și vom da un exemplu de capcane care apar în acest caz ) Іа+І P Xn+ ->X'n+i inferior postnikovskaya sistem Ip xp primul fe-invariant spatiile X'n kn K (ln, n) -> k (lp, n) Homotopie-localizare teoretică unde (x = (x -> X'\ săgețile verticale sunt sunt fibrații, iar Xn-A X'n este o acoperire (n - )-conectată a hărții X -> X' ) Observație (b) La studierea cartografiilor (DESPRE K (n, n + ) * k (n'n, n + ), kn+pl> induse de homomorfisme k: n-*n', vom folosi diagrama (III) K(l, ti) -K(l', n) II X(n, "+ n + ) unde P este spațiul contractibil al căilor și săgețile verticale sunt mănunchiuri Observație (e) Avem următoarea generalizare a Propozițiilor și Lăsa F-^F' II E-^E' este o mapare a unui pachet într-un pachet Apoi (i) dacă toate spațiile sunt conectate și au grupuri fundamentale comutative și două mapări orizontale localizează homotopiile, atunci a treia mapare orizontală localizează și homotopiile; (ii) dacă grupurile fundamentale acționează trivial asupra grupărilor de omologie de fibre și două *) Adică Xn, x'n - "spații ucide" - Notă, ed- D Sullnvan capitolul hărțile orizontale localizează omologia, apoi a treia hartă orizontală localizează și omologia Aserția (i) decurge imediat din exactitatea secvenței de homotopie a mănunchiului (comparați cu demonstrația din Propoziția ) Dovada afirmației (ii) constă din două părți În primul rând, Propoziția implică faptul că dacă din trei seturi de grupări de omologie HF', H*E', H,B' doi constau din grupuri locale, apoi al treilea este format din grupuri locale În al doilea rând, dacă știm deja că omologia tuturor spațiilor drepte este locală, atunci pentru a demonstra afirmația (ii) este suficient să verificăm că hărțile f, g, h induc un izomorfism de grup PE ; Z Z), pentru că, de exemplu, HAF')^HF' T) = (H(n, )-^/C(n', )) Dacă I localizează omologia, atunci localizează și homotopia, deoarece n - HAX) și n/ = A (X/) Dacă localizez homotopiile, atunci (l -> l') = (l -> l/) Homotopie-localizare teoretică Prin urmare, I localizează omologia, deoarece: (i) pentru n = Z harta I este o localizare s'->sh studiate anterior; (ii) pentru n = Zlpn ( dacă р f , "l Z/p" dacă p e I; (iii) în sfârșit, un grup abelian arbitrar este limita inductivă a sumelor directe ale grupurilor considerate în (i) și (ii) Pasul Lasă (X -> Γ) = (K(n, n) -•> K(n', n)) Dacă I localizează omologia, atunci I localizează și homotopia, deoarece n = Hn(X), n' = Hn(X') Dacă I localizează homotopiile, atunci folosind inducția pe n, diagrama IP din observația (b), observația (c) și afirmația demonstrată în primul pas, vedem că I localizează și omologia Pasul (caz general) Lasă harta I să localizeze omologia Aplicând teorema lui Gurevich pentru n - , constatăm că maparea I localizează Folosind aserțiunea demonstrată în primul pas, diagrama II din remarca (a) cu n= și remarca (c), constatăm că maparea X -+X localizează omologia Aplicând teorema lui Gurevich pentru n~ , vedem că maparea și, prin urmare, maparea I, localizează n Folosind afirmatia demonstrata in pasul doi cu n = , diagrama II cu n = , si Observatia (c), tragem concluzia ca harta I localizeaza n , si asa mai departe Prin inductie, constatam ca harta I localizeaza homotopii în toate dimensiunile Acum lăsați harta I să localizeze homotopiile h* Capitolul Aplicând afirmația dovedită în pasul al doilea și folosind diagrama I, verificăm prin inducție că fiecare dintre mapările Xn^-> (T)" localizează omologia Prin urmare, cartografierea I = lim IP • X' o mapare universală pentru mapările în spații locale Y Luând ca Y spații diferite K(n, n) cu n local, constatăm că I induce un izomorfism între grupurile H*( ; Q) şi H *( ;Z/p) pentru pei Prin urmare, maparea I induce izomorfisme de grup Н( ; Q) și / ,( ; Zlp), ps=l Folosind secvența Bockstein exactă ІШ; Z/p") -> ; Z/pn+ ) -> Z( ( ; Z/p") demonstrăm prin inducție că I induce un izomorfism de grup H, ( ; Z/pn) pentru tot n Deoarece operația de a lua omologie pentru toți n comută cu limita inductivă, I induce un izomorfism de grup ch e Z/p(tm) = \imZ/pn În cele din urmă, folosind succesiunea exactă a coeficienților O-> Zz-* Q-> Q/Zz-" O și izomorfismul Q/Zz-eZ/p , constatăm că harta I induce un izomorfism de grup H,( ; Zz) Prin definiție, X' este un spațiu local Prin urmare, așa cum am demonstrat deja, grupurile sale de omologie sunt locale Astfel (ii) rezultă din (i) Homotopie-localizarea teoretică a C Pentru a demonstra că (i) rezultă din (ii), luați în considerare obstrucția la unicitatea extensiei h a lui f din diagramă Se află într-un grup H'(X', X-> n, Y) Rețineți că grupurile n y sunt p-module și că maparea I induce un izomorfism de /-omologii Folosind secvența naturală exactă (peste inelul Zi) ->ExJYz(; Z/), Z/)-*JYz+ (; Z,)-> ->Hot(Dz+ ( ;Z/), Zj) -> , obținem că maparea I induce un izomorfism gr-coomologie Din formula coeficienților universali peste Zi rezultă că grupul în care obstacolul ia valoarea este trivial Prin urmare, există o extensie unică ft a mapării f și, prin urmare, maparea I este o localizare capitolul COMPLETARE ÎN TEORIA HOMOTOPICĂ În acest capitol, extindem construcția completărilor de grup la teoria homotopiei Urmăm ideile lui Artin și Mazur, care au înțeles o completare profinită a unui tip de homotopie ca un sistem proiectiv de tipuri de homotopie cu grupuri de homotopie finite "Completăm" considerațiile Artin-Mazur construind pentru fiecare complex CIF X conectat un tip de homotopie adevărat al lui X Această completare profinită X va fi înzestrată cu o structură suplimentară: topologia naturală compactă pe functorul [ , X] Aceasta din urmă ne va permite să luăm în considerare limita proiectivă în categoria homotopie, ceea ce este de obicei imposibil Ipotezele de finitate impuse lui X (sau X) fac această topologie internă lui X Acest lucru ne va permite să o distrugem sau să o restabilim după cum o cere situația Pentru complexe numărabile X, construim de asemenea o completare formală X Acesta din urmă este un complex CW cu topologie parțială pe functorul [ , X] Vom aplica completarea formală la tipurile de homotopie rațională, deoarece, după cum se dovedește, o completare profinită a unui spațiu rațional este întotdeauna contractabilă În acest caz, o parte esențială a structurii topologice pe functorul [ , X] este structura Z-modulului pe grupurile de homotopie ale spațiului X Această structură Z ') Artin M , Mazur B , Etale homotopy theory, Springer Lecture Notes, ( ) Finalizare în teoria homotopiei Turul face ca grupurile de homotopie indicate, care sunt extrem de mari ca spații Q vectoriale, să fie mai vizibile Aceste construcții de completare și construcția de localizare din Cap ne permit să "descompunem" tipul de homotopie clasică într-o parte rațională și un set infinit de părți p-adice Discutăm posibilitatea refacerii tipului de homotopie clasică din aceste părți folosind tipul adelic și analogul de homotopie al "pătratului aritmetic" din cap § CONSTRUIREA UNEI COMPLETĂRI PROFINITE DE X Idee de design Începem cu următoarea observație Dacă F este un spațiu cu grupuri de homotopie finite, atunci topologia naturală poate fi introdusă pe functorul [ , F] Această topologie (compactă) se obține din echivalență [G, L-* lim [Uo, f] final subcomplexe și satisface axioma Hausdorff Pentru orice spațiu X, luați în considerare categoria {/} de mapări din spațiul X la spațiile F cu grupuri de homotopie finite Această categorie se va dovedi a fi potrivită pentru formarea limitelor proiective și putem defini functorul X prin egalitate Х(Г) = lim [Г, F] V (țf) depinde de X) Compactitatea laturii drepte asigură, prin teorema lui Brown, reprezentabilitatea functorului X Astfel, definim tipul de homotopie a completării profinite X și topologia functorului [ , X] Cometariu Importanţa condiţiei de compactitate pentru formarea limitei proiective capitolul ilustrată de exemplul următor Se notează cu L limita proiectivă a functorilor reprezentabili [ , S ] în raport cu sistemul de automapări generate de mapare $ grad $ Este ușor de verificat că L (S ) L (S ) s* *, dar L (RP?) este format din două elemente Prin urmare, functorul L nu este reprezentabil ') Să dăm, deși poate prematur, următoarea definiție: Definiție O completare profinită X a unui complex CIG conectat X constă din (i) functor contravariant X: categoria de homotopie limf " f] compact categoria Hausdorff complet deconectat); spatiile J (ii) un complex CIG (notat și cu X) reprezentând un functor prin homotopie x > (categoria topologică j (categoria natural functor setați categoria (iii) o clasă de mapări de homotopie naturală (numită completare profinită) X~>X, *) Dacă ar fi reprezentabil, atunci șirul natural L (S ) -" L (EP ) -> L (S ) ar fi exact - Aprox ed Finalizare în teoria homotopiei definite de cartografiere ȘI Această definiție este discutată și motivată mai jos Propunerea Dacă grupurile de homotopie și spațiul F sunt finite, atunci functorul [ , F] poate fi reprezentat în mod natural ca un functor în categoria topologică a spațiilor Hausdorff compacte complet deconectate Mai mult decât atât, clasele de homotopie ale mapărilor F -> F' induc mapări continue ale functorului [ , F] în functorul [ , F'J Dovada se bazează pe două afirmații: (i) pentru orice complex finit Ya mulţimea |r, J este finită; (ii) pentru orice complex Y, maparea naturală [U, constrâns, e >]jm subcomplexe finite A reciproc fără ambiguitate Afirmațiile (i) și (ii) vor fi dovedite ceva mai târziu Împreună, ei arată că mulțimea (K, F] este în mod natural izomorfă la limita proiectivă a spațiilor topologice discrete finite Dar se știe din topologia generală că astfel de "spații profinite" sunt caracterizate de a fi Hausdorff compacte și complet deconectate Clasa de homotopie a mapărilor f: Y'-+Y induce o mapare continuă [K, F] -> [¥', F] O mapare celulară adecvată a clasei f induce o mapare a setului direcționat IP} ^{/unde S (unde și deci definește o mapare (în direcția opusă) a sistemelor inverse Capitolul În mod similar, maparea f: F-+F' induce o mapare continuă naturală a functorilor corespunzători: ^([ya-f']) [U, F] >[G, F'] Propunerea a fost dovedită ■Astfel, o subcategorie completă a unei categorii de homotopie, constând din tipuri de homotopie de spații cu grupuri de homotopie finite, este izomorfă canonic la categoria functorilor din categoria homotopie la categoria spațiilor compacte Hausdorff: ,P Fiecărui spațiu X îi corespunde o subcategorie a acestei categorii de "functori reprezentabili în mod compact" Mai precis, asociem cu spațiul X categoria {/} ale cărei (i) obiecte sunt clase (bazate) de homotopie de mapări XF, unde F este un spațiu cu grupuri de homotopie finite; (ii) morfismul obiectului XF în obiectul X F' este o diagramă comutativă de homotopie X- Propunerea Categoria {f] are următoarele proprietăți: (a) (f) este o categorie direcționată, adică include orice două obiecte f, g^MoWHo în diagramă /G; g Finalizare în teoria homotopiei (b) în categoria {/) nu există morfisme esențial diferite, adică orice diagramă f^>g poate fi inclusă în diagramă în care compoziţiile se potrivesc Dovada, (a) Pentru orice obiecte fg Diagrama categoriilor XF și X -> F {f} FXF' fxg/\p VF este comutativă (b) Fie date două morfisme în categoria {f): Z -► F' \Ф F Luați în considerare "co-egalizatorul" al mapărilor h și h'- C(h, h') -> F' F, h° g - h° g' Dacă h' este o hartă către un punct, atunci C(h, h') este fibra de homotopie a lui h În cazul general, maparea C(A, h') -* F' poate fi descrisă ca (homotopic) universală pentru mapările g-, □ ->X' cu o homotopie fixă între ho g și h' = g ( existenţa şi unicitatea homotopiei sunt evidente rezultă din teoria lui Brown)') Mai explicit, spațiul C(h, h') poate fi descris ca o submulțime în produs ((căile bF)XF'), și anume C (li, h') - [p e F , x e F' | p - l (x) r w = l' u) • *) Vezi E H Brown, Abstract homotory theory, Trad amer Matematică Soc , ( ), - , sau E Spanier, Topologie algebrică, Mir, Moscova, , cap VII, § - Notă ed capitolul La fel ca în cazul în care h' este o hartă către un punct, se poate construi o secvență exactă de grupuri de homotopie eu, -> (/z, h') -> P/F' -► -> Functorialitatea definirii spatiului C(h,h') presupune existenta unei diagrame comutative F" = C(h, h') F (f" este definit printr-o homotopie care unește h°f cu h'°f) În virtutea exactității secvenței de homotopie, grupurile de homotopie ale spațiului F" sunt finite, adică harta X -+F" este un obiect din categoria {/} Am ajuns la următoarea situație (i) Pentru fiecare spațiu X, este definită o categorie (X-*/ ) = (II, iar în virtutea Propoziției această categorie este o bună categorie de indexare, adică potrivită pentru formarea limitelor proiective (Putem presupune că obiectele categoriei (f) constituie o mulțime; pentru a realiza acest lucru, este suficient să alegeți câte un reprezentant în fiecare tip de homotopie cu grupuri de homotopie finite ) (ii) Există un functor din categoria indicilor {/} la categoria "functori reprezentabili compacti" f- P Prin urmare, acum este firesc să demonstrăm Propunerea Fie [Fa] o familie de functori reprezentabili compacti enumerați de categoria de indexare a puțurilor {a} Apoi putem forma o limită proiectivă limFa, și această limită a este un functor compact reprezentabil Finalizare în teoria homotopiei Dovada Este util să se definească un nou sistem de functori /a pe categoria homotopie luând pentru /a(K) intersecțiile imaginilor mapărilor F$(Y) -> Fa(Y) peste toate morfismele a -> Folosind direcția categoriei ța) și absența unor morfisme esențial diferite în ea, se poate arăta că toate morfismele a -> p induc același morfism p(r) ->/a(r) [De exemplu, echivalăm o pereche de mapări a Z > printr-o diagramă comutativă y Apoi diagrama G? (Y) -\u e Gr (Y) ^ Ra (Y) egalizează perechea Pp(Y) ^ ra(Y) Dar, prin definiție, /p(Y) este conținut în imaginea lui Fy(Y), și de aceea aceste mapări F^(Y)zț Fa(Y) coincid cu /p(Y) Pentru a demonstra că imaginea acestei cartografieri unice /p(Π^a(Π se află în /a(Y), folosim direcția puternică a categoriei {a} Și anume, dacă Fy (Y) Fa (Y) este o mapare indusă de o mapare arbitrară a -> y, atunci putem domina mapările a -> y, a -> prin mapările -> q', y -> g' , și apoi echivalează compozițiile: a d' -> d Ultima diagramă definește diagrama comutativă y a fost arbitrară, am demonstrat că imaginea /p(Y) este conținută în Ia(Y) ] Este clar că limita proiectivă lim Fa în raport cu categoria ța} este izomorfă canonic față de limita proiectivă obișnuită Capitolul lim/a în categoria {a}, în care toate morfismele a a^p sunt lipite într-un singur morfism a -> p Este clar, în plus, că pentru orice tip de homotopie Y spațiul /a(Y) este compact și Hausdorff și că este nevid dacă este nevid pentru orice p (Pentru a verifica că /a(Y) este nevid, este necesar, argumentând în același mod ca înainte, să verificăm că intersecțiile finite ale imaginilor (K) sunt nevide ) Desigur, Da(K) conține întotdeauna o mapare constantă și, prin urmare, functorul Г > ІГП Fa(Y) A atribuie fiecărui Y un spațiu Hausdorff compact nevid (Folosim aici faptul fundamental (**): limita proiectivă a spațiilor Hausdorff compacte nevide este un spațiu Hausdorff compact nevid ) Pentru a demonstra reprezentabilitatea functorului G = lim Fa, A trebuie să testăm două dintre axiomele lui Brown: (i) legea exponențială; (ii) proprietatea Mayer-Vietoris") Prima condiție este că maparea naturală с(ѵгв)^Пo(Ц) р р trebuie să fie un izomorfism pentru o familie arbitrară de spații (Kp) Îndeplinirea acestei condiții decurge imediat din comutabilitatea limitei proiective !) Este implicată teorema lui Brown, afirmând că condiţiile verificate mai jos asigură reprezentabilitatea functorului; vezi Spanier E , Topologie algebrică, Mir, Moscova, , cap VII, § - Notă ed Finalizare în teoria homotopiei cu înmulțiri arbitrare; Nu folosește compactitatea functorilor Fa A doua condiție este mai delicată, iar verificarea ei se dovedește adesea a fi un obstacol de netrecut Dacă Y \u d A U B și Z - AQB (toate acestea sunt complexe și subcomplexe) și am ales elemente din mulțimile G(A) și G(B) care induc același element al mulțimii G (Z), atunci trebuie să existe ar fi cel puțin un element din mulțimea C(Y) a cărui restricție la A și B coincide cu elementele alese Acest lucru este valabil pentru fiecare a, deoarece Fa este un functor reprezentabil Mai mult, este clar că setul de elemente adecvate ale mulțimii Fa (A U B) este compact Folosind faptul fundamental (**), vedem că limita proiectivă a acestor mulțimi nu este goală Prin urmare, functorul lim F = G are proprietatea Mayer-Vietoris Din teorema lui Brown rezultă că există un complex CIV V astfel încât іrpBa-[ , V] A În procesul de demonstrare a Propoziției , am acceptat două afirmații fără dovezi Să le dovedim În primul rând, dacă Y este un complex finit și F este un spațiu cu grupuri de homotopie finite, atunci mulțimea [K, B] este finită Acest lucru este dovedit printr-o simplă inducție a numărului de celule din spațiul Y Trebuie doar să ne amintim că numărul de clase de homotopie de extensii ale mapării pe domeniul de definire a acestei mapări cu o celulă z-dimensională lipită nu depășește numărul de elemente ale grupului lDW) În al doilea rând: afișare naturală G?, V] lim [Uo, V], la unde ța) este o mulțime direcționată de subcomplexe finite în Y, este un izomorfism Dovada se împarte în mod natural în două părți Capitolul Primul pas Maparea r este surjectivă pentru orice Y, F Fie x un element al limitei proiective Notați prin p o submulțime direcționată în (a) astfel încât, împreună cu fiecare element, să le conțină pe toate cele mai mici și, în plus, există o mapare Y, = U CIE fj reprezentând elementul x/r Ordonăm mulțimea de astfel de perechi (p, xp) după condiția: (p, xp)^(p', xp') dacă psp', iar restricția lui x| ' la Yp este omotopică la Xp Orice lanț ordonat liniar din & este numărabil (deoarece acest lucru este valabil pentru {a}) Fie (Pp Xp,) E> și aceasta contrazice maximalitatea lui p Prin urmare, Po = {"} și r este un epimorfism Al doilea pas Dacă grupurile niF sunt finite, atunci maparea r este o încorporare Fie f,g hărți ale complexului Y care induc elemente identice în limita proiectivă Atunci restricțiile mapărilor f, g la orice subcomplex finit Ya sunt homotopice Deoarece grupurile n(F) sunt finite, există doar un număr finit de clase de homotopie homotopie distincte care relaționează restricțiile mapărilor f și g la Ya Aceste clase de homotopie homotopie care leagă mapările f și g formează un sistem proiectiv de mulțimi finite (peste categoria (a)) Din nou, din motive de compactitate, precedentul proiectiv nu este gol repetând Finalizare în teoria homotopiei raționând primul pas, putem verifica că această limită de homotopie proiectivă poate fi realizată printr-o homotopie reală între mapările f și g § UNELE PROPRIETĂȚI ALE O FINALIZARE PROFINITĂ Vom studia acum grupurile de homotopie și grupurile de coomologie ale unei completări profinite X Propunerea Dacă X este (k - Γ)-conectat, atunci există un izomorfism ti^X = (n^X) grupuri topologice Dovada Conform definiției lui X, n^X = limnkF Orice factor final lx l induce un element al acestui sistem proiectiv și anume X este prima *'variantă-inv*R(nAX, k)~^K(n, k) Folosind spațiile de acoperire pentru k - și teoria obstrucției pentru k > , este ușor să arătăm că subcategoria completă a categoriei {/} constând din hărți X -> F astfel încât F este conectată (k - ) iar n*(X) -> nk(F) este un epimorfism, este confinal Înainte de a studia legătura dintre homotopiile superioare ale spațiilor X și X, luăm în considerare coomologia Există o diagramă naturală Hl(X-, ZJn) G/ ZZ X R'(X; Z/n)"-lim R'(F; Z/n) "w* Capitolul Propunerea Maparea I este un izomorfism pentru orice n, i Dovada Pentru a demonstra că harta I este epimorfă, este suficient să observăm că pentru orice clasă Z/n) harta (X-Uf) = (X^->/C(Z//î,/)) este tradus prin maparea I în această clasă x Pentru a demonstra injectivitatea mapării I, luăm în considerare diagrama \th °H L (Z/n, i) unde xe H*(F; Z/n) este o clasă care induce clasa zero în coomologia lui X, secvența verticală este un mănunchi, iar f' este o oarecare ascensiune a lui f Propunerea a fost dovedită Sumarul direct canonic Im c din grupul H'(X; Z/n) este strâns legat de coomologia continuă a spațiului X, adică de astfel de clase de mapare a homotopiei X-+K(Z/n, i), care induc o mapare continuă între functorii compacti reprezentabili [ , X] și I >X(Z/n, i)] Sugestia - Luați în considerare două subgrupuri naturale de H'(X; Z/n): L = lim Hl (F; Z/n) & Hl (X; Z/n), Tfî* C = "coomologie continuă a spațiului X" Apoi L fa] trebuie să păstreze ordinea, iar mapările ga cu a diferit trebuie să fie consistente De aici rezultă că orice element al grupului L = lim H{ (F-, Z/n) definește o clasă de coomologie continuă Într-adevăr, dacă clasa I e L provine dintr-un element u e H' (F; Z/n) sub maparea X -> F, atunci pentru orice subcomplex finit Va s Y putem seta fo = (X->F), ga = (ir> L [Ya, k (Z/n, /)]) capitolul În schimb, fie xt=Hl (X; Z/n) o clasă de coomologie continuă; punem Y = X si consideram diagrama comutativa (I); corespunzătoare hărții de identitate X -> X Vom vedea că pentru fiecare subcomplex finit Xa > X, restricția hărții x la Xa trece prin unele Fa: X-^ K (Z/n, i) t Xa-^Fa Elementul lui L definit de x' are aceeași restricție la Xa ca și x Astfel, restricțiile grupelor L și C la coomologia oricărui subcomplex finit al complexului X coincid Astfel, C nu poate fi mai mare decât ci L: orice punct din afara ci L se separă de ci L la unul dintre factorii finiți H' (Xa\ Z/n) Lema Să presupunem că X este de "tip numărabil", adică grupurile HomfnjX, grup finit), H (X; Z/n) sunt numărabile Atunci completarea lui X este o limită proiectivă simplă lim[ P spații Fn cu grupuri de homotopie finite, fiecare dintre ele având doar un număr finit de grupuri de homotopie nenule Dovada Notați cu Fin) "co-scheletul lui F" obținut din F prin adăugarea de celule care ucid grupurile de homotopie de dimensiuni > n Pentru un spațiu F cu grupuri de homotopie finite, există un izomorfism I , F]sslim[ , Fw] Finalizare în teoria homotopiei functori reprezentabili compacti Prin urmare reumple X = lim F = lim lim FM este limita proiectivă a spațiilor cu grupuri de homotopie finite care sunt triviale cu excepția unui număr finit dintre ele Setul de tipuri de homotopie ale unor astfel de spații este numărabil, iar setul de clase de homotopie de mapări de la un astfel de spațiu la altul este finit În plus, conform ipotezei lemei, setul de clase de homotopie de mapări X-*PHM este numărabil Prin urmare, X este limita proiectivă peste categoria de indexare C, al cărei număr de obiecte este numărabil și setul de mapări dintre oricare două obiecte este finit Într-o astfel de categorie C, se poate alege o subcategorie cofinală ordonată liniar -> -> ->"-> Aceasta înseamnă că orice obiect O din C poate fi mapat la un obiect n și orice două mapări O => n poate fi echivalat prin afișare ^>n-> w (Într-adevăr, aranjam obiectele din C în secvența , -> -> r a fost deja construită, astfel încât oricare dintre obiectele ], , Op poate fi mapat la r Alegem un morfism r\r + , că obiectul Op+ poate fi mapat la r + și f egalizează toate elementele mulțimilor Hom(Or, r) cu etc ) Astfel, am construit o astfel de secvență de spații capitolul CE X lim Fn P Propunerea Presupunem că toate seturile Notă (îTjX, grup finit) sunt numărabile și că grupurile H'(X; Z/n) sunt finite pentru toți n și i Apoi, pentru orice domeniu finit al coeficienților A, maparea naturală H'(X; L)"-M'(X; L) este un izomorfism pentru tot i Dovada Construim un spațiu auxiliar FM folosind Lema Fie X=Im/Gn Transformăm (inductiv) hărțile Fn+l->Fn în mănunchiuri F'n+i->F'n și definim Fra ca fiind realizarea geometrică a limitei proiective a complexelor singulare ale spațiilor F'n Afirmație: X este o retragere a spațiului Fx Într-adevăr, mapările Fx->F'n induc maparea F^->X Pe de altă parte, există hărți X -> Fn, iar prin aplicarea succesivă a teoremei de homotopie de acoperire se poate construi o diagramă comutativă Completare în teoria homotopiei care la rândul său defineşte maparea X->Px Din definiția lui X rezultă că compoziția X->Fx->X este maparea identităţii Prin urmare, grupul H*(X; Z/n) este un sumand direct în ^(F^, Z/n) Dar grupările de coomologie H*(F^\ Zln) sunt duale cu grupările de omologie H,(/?oo; Z/n)') Acesta din urmă poate fi calculat folosind complexul de lanț (lim С() (r) Z/n, i unde Ci este un complex de lanț singular (peste Z) al spațiului F'i Deoarece mapările F'i+\->Fi sunt pachete, mapările corespunzătoare Cf+ -> Сі sunt epimorfisme De aceea (lim Сі) (r) Z/n Hm (Ci (r) Z/n) și Ht(Fx-,Zln)^H(\\mC'i), unde Ci este Ci(r) Z/n Mapările CJ+i->C'{ sunt din nou epimorfisme și, prin urmare, în virtutea Lemei , demonstrată mai jos, I (lim CQ aIit I (#) • Prin urmare, I (Gte; Z / n) ~ lim I (Fi), ') Aparent, dualitatea lui Pontryagin este implicită Car N, (X; G) = I* (X; Car G) (Vezi Alexandrov P S , Teoria generală a omologiei, Uch Zap Moscow State University, Mathematics, nr ( ), sau Pontrjagin L, The general topological theory of duality for closed sets, Ann Math , ( ) , - ) care conectează grupurile luate în considerare în vederea egalității Char (Z/n) = Z/n - Aprox ed capitolul și întrucât, prin Propunerea , grupurile HmH*(F(-,Z/n)^H*(X-,Z/n) sunt finite, atunci există și un izomorfism dual Z/n) ~ lim H'(Fr, Z/n) Astfel, în diagramă H*(X; Z/n) Н*(X Z/n) \іт И* (Fg, Z/n) maparea j este un epimorfism Prin urmare c este un izomorfism Am demonstrat propoziția în cazul A - Z/n Cazul general se obține din aceasta prin adăugare directă Lema Lăsa O este un sistem proiectiv de complexe de lanțuri Să presupunem că toate mapările A(-> -> Le are proprietatea ML (Mittag-Leffler) dacă pentru fiecare număr i există un număr N > i astfel încât П Ігп(Л"-> Лi)= IT(Л, ѵ -> Ai) n> i ■ Finalizare în teoria homotopiei Sensul condiţiei ML este determinat de următorul fapt: dacă ->L->V;->Cr-> este un sistem proiectiv de post-t lităţi exacte scurte şi sistemul O -> lim Ai -> lim Bi -> lim C( -> O exacte Notăm cu C complexul de lanț lim C, sau unul dintre grupele sale Să notăm în continuare cu Z, B și H grupurile corespunzătoare de cicluri, limite și clase de omologie într-o anumită dimensiune (fixă) În mod similar, luați în considerare grupurile Cr, Z(-, Bi și Hi Dovada lemei este împărțită în opt pași: ( ) C = mCr (prin definiție); W ( ) Z = limZ( (întotdeauna adevărat); ( ) {B,} satisface condiția ML (deoarece lim Zt -> lim G -" lim B, -" (vezi ( )); ( ) іtv ==В ( ^Z->C->B-> (( ), ( ) și ( )); ( ) -> lim Bj -> lim Z/ -> lim/A -> (vezi ( )); ( ) Im/A^=A ( ->B->Z->//-> (( ), ( ) și ( )) Înainte de a deriva câteva corolare din Propoziția și demonstrația ei, demonstrăm o lemă algebrică: Lema Să presupunem că n n' este un homomorfism dintr-un grup abelian în altul astfel încât (i) c (r) Pn este un izomorfism de grupuri finite-, (ii) n' este reprezentat ca limita proiectivă a grupurilor finite Atunci n = n și c este o completare profinită capitolul Dovada Reţineţi că caracterul finit al grupurilor G (r) Z/n implică faptul că G = lim (G(r) Z/n) P În consecință, c induce un izomorfism al completărilor profinite: Ht cu (r) Z/n l \u d Ііm (l Z / n) -> lim (l (r) Z / n) \u d l ', si ne ramane sa demonstram ca n =n Topolegize n ca limită proiectivă: l s=ț lim Fa, A unde Fa este un sistem proiectiv de grupuri finite Este clar că operația de înmulțire în grupul n cu n este o mapare continuă (deoarece mapările Fa-*Fa sunt continue) Prin urmare, pl este un subgrup compact închis al grupului n și, deoarece factorul n'Inya' este Zln este finit, atunci subgrupul pl este și el deschis în r Prin urmare, cartografierea naturală r -* lim (n (r) Z/n) - r continuu Deoarece grupul n este compact, imaginea /(n ) este închisă în n Pe de altă parte, este dens în r Prin urmare, maparea I este un epimorfism Dar, pe de altă parte, este clar că pentru orice grup profinit r harta s l -> l este o investitie Prin urmare, l l Rețineți că în cursul demonstrației am aflat că dacă n este un grup abelian profinit astfel încât toate grupurile n (r) Z/n sunt finite, atunci topologia profinită a grupului n poate fi recuperată din structura sa algebrică, și anume LL " Finalizare în teoria homotopiei Vom arăta acum cum acest rezultat se transferă la tipurile de homotopie Notați pentru un timp prin | x | Un CI^-complex reprezentând un functor X (lips de topologie) Corolarul Dacă uX= și grupurile H (X; Tfn) sunt finite pentru orice i, n, atunci (\x\r~x Dovada Conform Propoziției , cartografierea naturală induce un izomorfism al grupărilor de coomologie modn Teoria obstrucției arată că orice hartă a unui complex X într-un spațiu simplu conectat F cu grupuri de homotopie finite trece în mod unic prin IX | Prin urmare, functorii X și (|X|)" sunt definiți de același sistem proiectiv Consecinţă În cazul "finit-" simplu conectat, topologia în functorul [ , X] este determinată de tipul de homotopie a | X | Cometariu Condiția pur și simplu conectată nu este probabil necesară aici: se poate spera că Propoziția poate fi generalizată în cazul coeficienților locali finiți, ceea ce ar implica că topologia functorului [ , X] este determinată de complexul IXI pentru orice "finit" " homotopie de tip X Acest fapt este evident valabil pentru spații non-simplu conectate F cu grupuri de homotopie finite (de atunci FF) Corolarul Să presupunem că grupurile HіX [= Bună {X; Z)] sunt generate finit și că toate mulțimile Notă (liX, grup finit) capitolul sunt numărabile Apoi cartografierea naturală НіХ-^НіХ este o completare profinită Dovada Folosim spațiul Fx construit în demonstrația Propoziției Luați în considerare o diagramă (întreg) YAR *eu*oo > HtX lim H,Fl După Lema , și este un izomorfism Mai mult, prin definiție, maparea i°j este identitatea Mai mult, o diagramă similară cu coeficienți în Z/n constă din grupuri finite și izomorfisme Pentru a compara X cu Fx și X cu X putem folosi succesiunea naturală exactă O -> Tor Z/n) -> Hi (Y; Z/n) -> HiY Z/n -> Această secvență arată că dacă j este un izomorfism în dimensiunea i - , atunci j Z/n este un izomorfism în dimensiunea i Argumentele folosite în demonstrarea Lemei arată că maparea naturală HiF^ -> II (HiF^ Z/n) este un izomorfism Prin urmare suma directă jH{X HiF^ coincide cu întregul HiF^ În cele din urmă, inducția pe i adaugă un izomorfism [Mai detaliat: dacă harta Hi-tX -> Hi-i% este o completare profinită, atunci harta HiX^Z/n^H tX^ZI'i este un izomorfism, ceea ce implică, în virtutea Lemei , că harta HiX-> HіX este o reaprovizionare pro-terminal Completare în teoria homotopiei băutură; aici folosim egalitatea Tor(G, Z/n) = Tor(G, Z/n), care este valabilă pentru un grup abelian G arbitrar generat finit ] Acum luați în considerare grupurile de homotopie superioare ale spațiului X În general, sunt grupuri profinite Ele pot fi legate de grupurile de homotopie ale spațiului X numai sub restricții puternice asupra grupului fundamental al spațiului X Vom presupune că toate grupurile de homotopie ale spațiului X (inclusiv cel fundamental) sunt grupuri abeliene finit generate În plus, presupunem că grupurile nA și n}X acționează trivial în modul de coomologie a spațiilor de acoperire universale X și X Propunerea Sub aceste restricții, mapările naturale LіH -> LіH sunt completări profinite Dovada Deși ne-am ocupat deja de cazul Z= , vom demonstra din nou afirmația în acest caz, dar într-un mod care va fi aplicabil și pentru i > Conform Propoziției , harta c: X -* X induce izomorfisme în coomologie modn (care sunt finite) În plus, homomorfismul mc, X -> n HjX Prin urmare, înmulțirea tensorilor cu Z/n face ca maparea să fie un izomorfism Mai mult, ΛΛ" este un grup profinit și, prin urmare, conform Lemei , maparea λ,X -> λ,X este o completare profinită Restul raționamentului se bazează pe următoarea propoziție, care va fi demonstrată mai jos (vezi p ): dacă n este un grup abelian generat finit, atunci hărțile naturale M(l, m) -> K(l, m ) induc un izomorfism în coomologia modn capitolul Luați în considerare o diagramă Хі ■ (Х)і x -l X K(Rix, i) -^ 'KM ) în care coloanele sunt fibrații naturale, iar fibrele X(X) sunt acoperiri universale peste X,X Xi,(X)i sunt finite și, deoarece c și ct induc un izomorfism în coomologia modn, d induce și un izomorfismul în coomologia modn În consecință, d induce un izomorfism și în omologia modn și, prin urmare, dt: Hxx-> Hxx{ este o completare profinită Astfel homomorfismul (C, • A X -> A X) = {d*'* A Xi -► JX (X)|) - = (d,: este o completare profinită Raționamentul suplimentar este similar cu acesta, doar capacele universale sunt înlocuite cu "spații de ucidere" X (X) x, (X), II KM, ) -> K(n (X\, ) ') Vezi, de exemplu, Serre J-P , Homotopy groups and classs of Abelian groups, Sat "Spatii fibrate", IL, M , , p - Notă ed Completare în teoria homotopiei Acest argument demonstrează de fapt următoarea propoziție, mai puternică Corolarul Fie f: X -* Y o mapare dintr-un spațiu simplu conectat în altul astfel încât (a) grupurile n((X) sunt generate finit; (b) grupurile n, (y) sunt profinite; (c) f induce un izomorfism în coomologie mod n Atunci f este echivalent cu o completare profinită: sfârşitul/alimentarea > X -> echivalență slabă de homotopie X Dovada Dovada Propoziției arată că harta f induce o completare profinită în grupurile de homotopie Dar, în virtutea teoriei obstrucțiilor, maparea spațiului X în orice spațiu simplu conectat cu grupuri de homotopie finite trece în mod unic prin Y Prin urmare, există o mapare Y->X care induce un izomorfism al grupurilor de homotopie Terminăm studiul nostru general al functorului de completare prin demonstrarea următoarei propoziții Corolarul Fie c: X->Y o mapare dintr-un spațiu simplu conectat în altul și fie grupurile dx) să fie generate finit Atunci următoarele condiții sunt echivalente: (i) c completează grupările de homotopie l(X l; Y sfârşitul \ I reaprovizionare \ (bxg capitolul (ii) c completează grupurile de omologie întregi reduse Bună (Salut (iii) grupările Pi¥ sunt profinite iar harta c induce un izomorfism al grupărilor de coomologie modn; (iv) c este o completare profinită Rețineți că în aceste condiții X = Y și, prin urmare, tipul de homotopie al spațiului p X definește o topologie pe functorul [ , X] Dovada Am arătat deja că (i) și (ii) rezultă din (iv) și că (iii) este echivalent cu (iv) Argumentul standard cu uciderea spațiilor și secvențe spectrale (cf demonstrația Propoziției ) arată că (i) rezultă din (ii) În plus, formula coeficienților universali arată că și (iii) rezultă din (ii) În cele din urmă, inducerea la descompunerea Postnikov, împreună cu lema demonstrată mai jos, arată că (iii) rezultă din (i) (Cf sfârșitul capitolului , unde argumente similare sunt prezentate mai detaliat ) Acum dovedim afirmația folosită în demonstrația Propoziției (și mai jos) Lema Dacă n este un grup abelian generat finit, atunci maparea K (l, pag) - "X (l, pag) induce o coomologie izomorfism modn Dovada Folosind o diagramă X (l, pg - ) -\u e K (l, pg - ) {cale} {cale} X (l, pag) K (l, pag) Finalizare în teoria homotopiei putem reduce cazul general la cazul n = I În plus, acest caz se reduce la cazul când n = Z sau n = Z/n Deoarece în al doilea caz n = z, este suficient să analizăm cazul n = Z Functorul compact reprezentabil [ , K(Z, )] coincide cu limita proiectivă lim [ , K (Z/n, )] După cum se poate vedea din demonstrația Propoziției , grupările de omologie reduse modn ale spațiului K(Z, ) sunt sume directe ale grupurilor lim Hq (K (Z/i, ); Z/n) Pe de altă parte, (K(Z, ); Z/n) - Z Z/n = Z/n Prin urmare, tf (K(Z, ); Z/n) Ht(K (Z, ); Z/n) Exemple, (i) Dacă G este un grup abelian generat finit, atunci K(G, nY ^K(G, n)^K(G(r) Z, n) (ii) Dacă grupurile de homotopie Λθ sunt finite, atunci X e X ~ (iii) §n este spațiul Moore M(Z, n) (iv) K(Q/Z, r~(CP°T [Într-adevăr, fasciculul K(Q/Z, ) A-K(Z, ) CP°° (cu fibra K(Q, )) induce un izomorfism în coomologie modn, care sunt și ele grupări finite Mai mult, g este o mapare dintr-un spațiu simplu conectat la unul simplu conectat; spațiile etn au grupuri de homotopie profinite, iar harta q induce, de asemenea, un izomorfism în coomologia modn După cum se arată mai sus, aceasta implică faptul că este o echivalență de homotopie ] D Sullivay capitolul (v) Rezultatul recent al lui Quillen care compară calculele lui Milgram și Nakaoka sugerează că {completare profinită K(S^, )} s lim (Q"S") P [Aici există o limită inductivă a grupurilor simetrice, iar indicele "zero" înseamnă componenta hărții constante') ] În orice caz, există o hartă K(SOO, r-> ish(jp care induce izomorfism în grupuri fundamentale și în coomologie mod n Dacă presupunerea noastră este corectă, atunci o completare profinită conectează grupul simetric infinit cu grupurile de sfere homotopice stabile (vi) Să presupunem că X are tipul de homotopie al unei varietăți algebrice complexe Sub restricții foarte slabe asupra lui X, se poate demonstra că nervii Cehov ai învelișurilor algebrice (etale) ai lui X sunt complexe cu grupuri de homotopie finite și care aproximează coomologia lui X (Lubkin S , On a conjecture of Andre Weil, Atner J of Math , , No ( ), - ) Lucrarea lui Artin-Mazur (Etale Homotopy, Spinger Lecture Notes, ( )), referitoare la coomologia Grothendieck, arată că X este o limită proiectivă în ceea ce privește acoperirile étale ale nervilor Cehovi ai acestor acoperiri O consecință remarcabilă a acestei descrieri algebrice a lui X este acțiunea naturală a grupului Galois asupra lui X Cap !) Aceasta se referă la echivalența omologică K (Sx, ) -> lim (QnSn)a - un rezultat aparent obținut pentru prima dată de Dyer și Lashof (E Dyer, R K-Lashof, Homology of iterated loop spaces, Amer J , Math , ( ), - ) ed Finalizare în teoria homotopiei § /-FINE PROFINITĂ Toate cele de mai sus rămân valabile dacă înlocuim peste tot grupurile finite cu /-finite, unde /, ca și înainte, este un anumit set de numere prime, iar un /-grup finit este un grup finit a cărui ordine este produsul primelor din / ; de exemplu, dacă / este mulțimea tuturor numerelor prime, atunci "/-grup finit" este pur și simplu "grup finit" Toate construcțiile și afirmațiile se transferă în acest caz fără modificări De exemplu, un analog al Propoziției trebuie să includă cerința ca grupurile H (X; Z/p) să fie finite pentru p i O nouă împrejurare este prezența în cazul pur și simplu conectat a unei scindări canonice în componente p-adice Propunerea Dacă (uX)^ = , atunci există o divizare naturală x^ n Xp P^I în sensul functorilor compacti reprezentabili Mai mult, orice afișaj se descompune într-un produs * Capitolul Dovada Să reprezentăm un spațiu arbitrar F cu grupuri de homotopie finite ca limită proiectivă (în sensul functorilor compacti reprezentabili) a coosturilor sale F = limFn P (primele n grupuri de homotopie ale spațiului F" coincid cu grupurile de homotopie corespunzătoare ale spațiului F, iar restul sunt triviale) Dacă n}F = , atunci nu este greu de verificat (folosind raționamentul de tip secol postnik) că Fn poate fi descompus într-un produs finit al componentelor p-primare: Apoi E \u d іm (P Pp) \u d P (Um E?) \u d P FP, ^r\p^sn / p T p iar dacă grupările de homotopie sunt n/E/-finite, atunci F = P Fp p^i Deoarece Хі lim F, f unde limita este preluată de mapările f ale spațiului X în toate spațiile posibile F cu /-grupuri de homotopie finite, atunci Amintiți-vă că topologia din [ , E] este definită canonic, așa că o putem introduce sau renunța după bunul plac Această remarcă clarifică considerațiile anterioare, oarecum formale Ultima egalitate lim Fp Xp Finalizare în teoria homotopiei folosește scindarea la nivelul mapărilor (r->r) = P (FP^F'P) p^i Prezența acestei împărțiri rezultă din faptul (ușor verificat folosind teoria obstacolelor) că pentru p = #= q orice mapare Fp-+F'q este homotopic la o mapare constantă Acesta din urmă este generalizat (din nou cu ajutorul teoriei obstacolelor) la următoarea afirmație: pentru p =/= q, orice mapare ChrL este homotopic la o mapare constantă Exemplu Fie X = BO spațiul de clasificare al grupului de matrici ortogonale de ordinul și fie I mulțimea tuturor numerelor prime impare Apoi: (i) liX/ = ; (ii) pentru prim impar p H*(Xi, Z/p) = Z/p[xi] Prin urmare, (iii) QXi ~ Si Astfel, două grupuri de homotopie non-triviale din spațiul O se transformă, în curs de finalizare, într-un set infinit de grupuri de homotopie non-nule în spațiul O/ Mai precis, (vo )p ~ P (vo ); numere prime impare și pentru (BO )p Jtțj JTg" ^ " ^ p" + • • • == £* , , , Zp, , , Z/p În cap justificăm egalitatea (ii) mai detaliat Capitolul Reaprovizionare formală Descriem acum o construcție care transferă operațiunea {numere raționale} >• {numere Z-adice) Să presupunem că X este un complex numărabil ')• Atunci X poate fi reprezentat ca o uniune de subcomplexuri finite: Xim, întrucât, prin definiția topologiei C^, imaginea oricărei mapări a unui spațiu compact în X este conținută în Xi (X/) pentru un i (/) Compoziții x'i хі^х'ні) ->хі(/(r)) coincid cu înglobările naturale Prin urmare, în i bifarea afișează UX^UX), lim [K, X/] #Tim [Y, Xj] (Y este un complex finit) eu i sunt reciproc inverse, iar mapările sunt continue în al doilea rând Propunerea a fost dovedită Un argument similar folosind mapările celulare arată că filtrarea unui spațiu X' echivalent homotopic duce la același rezultat Mai mult, în realitate, o completare formală este o construcție functorială într-o categorie de homotopie Grupurile de homotopie ale spațiului X/ sunt limitele inductive ale grupurilor profinite Mai mult, mapările care constituie sistemul inductiv sunt //-homomorfisme continue Prin urmare, grupurile nіXi sunt //-module topologice Pe de altă parte, grupurile n/X (r) // sunt, de asemenea, //-module topologice (topologia din grupurile n/X (r) // este definită ca topologia limitei inductive: ПіХ (r) Z/ lim ) subgrupuri finit generate R £ capitolul Propunerea Dacă spațiul X este pur și simplu conectat, atunci există un izomorfism natural ПіХі == ПіХ (r) Z/ Zi-module topologice Dovada Să reprezentăm X ca o uniune de subcomplexuri finite pur și simplu conectate {Xz} Apoi njXl sg lim lX\ i lim eu* sg lim ((n/X') Zj) i sg (lim n/X ) > Zi i sg (njX) > Zi (deoarece sfera S; este compactă) (deoarece LiX' - și X este un complex finit; vezi Propoziția ) (deoarece grupurile A]X' sunt generate finit) (deoarece multiplicarea tensorilor comută cu luarea limitei inductive) (din nou datorită compactității sferei S ), unde toate izomorfismele sunt /^-izomorfisme topologice § PĂTRATUL ARITMETIC ÎN TEORIA HOMOTOPICĂ Considerăm acum analogul de homotopie al pătratului aritmetic: Spunem că X este un tip de homotopie geometrică dacă X este homotopie echivalent cu CW-kom- Completare în teoria homotopiei un plex care, pentru fiecare i, are doar un număr finit de celule /-dimensionale Luați în considerare o diagramă terminarea reaprovizionării completare formală și presupunem pentru moment că X este pur și simplu conectat O completare profinită X a unui complex X este Cu un ^-complex cu topologie compactă pe un functor i După cum am văzut, în cazul în care X este un complex geometric simplu conexat, topologia este recuperată din tipul de homotopie al complexului X', iar grupurile de homotopie ale complexului X sunt Z-module; L/X • Localizarea lui X la zero, Xo, este un complex numărabil ale cărui grupuri de homotopie sunt Q-spații vectoriale cu dimensiuni finite: n;X - liX (r) Q Localizarea la zero a complexului X este un complex SJ dotat cu mapare £ localizare x -> (A)o, capitolul și există o diagramă comutativă localizare stțX "гСі (l) despre (ld) (r) Q (izomorfismul vertical este determinat în mod unic de condiția de comutativitate) În consecință, grupurile n,(X) au structura naturală a Z-module și topologia naturală definită de egalitate 'P LiX (r) Q \u d lim (uX - ■ * lіX) Completarea formală a complexului Xo este definită, deoarece Xo este un complex numărabil Acesta definește un CI -com-pls(Xo) cu o topologie parțială pe functor eu (Ho)'] Grupurile de homotopie ale complexului (X )~ sunt deci Z-module topologice și există un Z-izomorfism topologic canonic Li (Xo) ~ & (lgX ) (r) Z Propunerea Fie X un complex geometric simplu conectat Apoi există o echivalență naturală de homotopie între (Xo)" și (Xo), iar izomorfismul indus al grupărilor de homotopie păstrează structura modulelor peste inelul "adele finite" X * Completare în teoria homotopiei este o echivalență de homotopie (lim înseamnă telescop infinit) Într-adevăr, din condiţiile impuse lui X rezultă că l; X shch(r) (l; X) ~ l/X Aplicarea functorului de completare formală la mapare X-^Ho, primim afișajul X *-> (Ho)", care induce următorul Z-homomorfism al grupurilor de mapare a homotopiei: l,X > l/ (Xo) II II -izomorfism -*• I (r) id -*• L/X (r) Z >• l,X (r) Z Dar I localizează grupurile de homotopie: i LiX > lgX x I-> X a Prin urmare, COMPOZIȚIA I' X -> (Ho) X induce o mapare în grupuri de homotopie care pot fi incluse într-o diagramă comutativă n/X -> n/ (Xo) X i> x(r) \ I -izomorfism l/X(r) Q capitolul În consecință, (Xo) este într-adevăr o localizare la originea complexului X, iar grupul Z acționează în mod constant asupra grupărilor de homotopie ale acestor complexe Astfel, tipurile de homotopie ale complecșilor (Xo)~, (X)o și structurile modulelor Z (r) Q din grupele lor de homotopie coincid Notăm cu XA tipul de homotopie al complexului XA (Xo)~ (sau (X)o) și îl numim tipul de homotopie finite-adele a complexului X Grupurile de homotopie ale complexului XA sunt module peste inelul X = Q(r)Z de adele finite Propunerea ne permite să construim un pătrat aritmetic corespunzător unei homotopie "geometrice" simplu conectate de tip X: X localizare I profin reaprovizionare - TT ( R'ZDICHESKOE * L ~ \ reumple X, eu p localizare "rațional * °"nn^ tip X" = X > XA "adele tip X" Această diagramă induce la nivelul homotopiei diagrama grupelor l*h (r) Acest lucru s-a dovedit Propunerea Un pătrat aritmetic este un "pătrat cu fibre" Mai mult dacă întoarceți afișajul X-+XA, X()-+XA în pachete, apoi mapări localizare X > Ao, profin completare ~ X - > A Completare în teoria homotopiei sunt echivalente cu fasciculele induse peste Xo, X Corolarul Tipul de homotopie al unui complex geometric X conectat simplu este determinat de tipul său rațional de homotopie Xx, completarea profinită a lui X și echivalența e (Ho)~ ■==; (Xo) (= tip adelic X), unde e induce un ' ,-izomorfism în grupurile de homotopie În continuare, un alt trio (Mergeți Y, f: (Г ) >(Г) ) definește același tip de homotopie X dacă și numai dacă există astfel de echivalențe de homotopie ce diagramă (HoG q (Â (Mergi) (G) o comutativ Într-o astfel de descriere a homotopiei de tip X, trebuie să se țină seama de faptul că există o descompunere a homotopiei de tip X: R (mai precis, functorul compact reprezentabil corespunzător), precum și descompunerea corespunzătoare a mapării v V= P etc R Astfel, vedem că spațiile geometrice pur și simplu conectate X se descompun într-un set infinit de piese p-adice și una rațională capitolul bucată Problema lipirii acestor piese împreună este o problemă legată de tipurile de homotopie raționale cu structura suplimentară a modulelor Z în grupurile lor de homotopie În acest sens, subliniem un analog al construcției spațiale adelice conținute în articolul lui A Weyl "Adeles and Algebraic Groups" (Sat Mathematics, : ( )) Fie S o mulțime finită arbitrară de numere prime Sa punem = P xD "peS /\p"£ / Cel de-al doilea factor este construit, ca de obicei, folosind topologia compactă în functorii [ , Xp] Mulțimile {£} și, în consecință, tipurile de homotopie formează un sistem inductiv Propunerea "Tipul adele" al complexului X este echivalent cu limita inductivă a spațiilor Xs') Echivalența păstrează structura modulelor Z în grupurile de homotopie Dovada Folosind teoria obstacolelor, este ușor de verificat că pentru orice complexe Y, Y' există o mapare unică f care face diagrama YXY' localizare X id UoHG' >(GHIO (homotopic) comutativ Prin urmare, există mapări canonice XS->XA, ') Ca întotdeauna, limita inductivă este înțeleasă ca un tedescope infinit construit din mulțimea confidențială B {S} Finalizare în teoria homotopiei la rândul său inducerea cartografierii A lim Xs -> XA s> Pentru a verifica că A induce un izomorfism Z al grupărilor de homotopie, este suficient să observăm următoarele: există un izomorfism natural lim ( P Q/A X ( P P\, -^■\p (X)L Observația Fie acum Y un spațiu simplu conexat ale cărui grupuri de homotopie sunt module Z finit generate Se pune întrebarea dacă există un complex geometric conexat X, astfel încât Y = X În primul rând, localizăm Y la zero Acest lucru se poate face prin trecerea inductivă la limită folosind componente p-adice separate ale lui Y, ca în Propoziția ('deoarece YY XI ?pX Ca rezultat \p/ obținem "tipul adele" XA al complexului X dorit, dacă, desigur, acest complex X există În mod evident, XA este un spațiu rațional - grupurile sale de homotopie sunt Q-spații vectoriale (de dimensiune nenumărabilă) Pe de altă parte, aceste grupuri de homotopie sunt, de asemenea, module Z Astfel, întrebarea găsirii lui X se reduce la următoarea problemă în teoria homotopiei raționale: găsiți o "înglobare" adecvată a unui spațiu rațional (cu grupuri de homotopie cu dimensiuni finite) capitolul în HA Mai precis, trebuie să construim o hartă c: Xa->XA care induce Z-izomorfisme П[Ха (r) Z = ЛіХа Apoi spațiul dorit X poate fi definit ca un produs din fibre L 'LA De exemplu, în cazul în care X este o varietate algebrică complexă, este clar ce informații suplimentare trebuie să avem pentru a restabili tipul de homotopie al lui X din tipul de homotopie étale al lui X, adică din X, trebuie să avem o încorporare adecvată a tipului rațional Xo al spațiului X în tipul de homotopie etale localizată (X)o Observația Este ușor de verificat că orice spațiu simplu conex ¥ ale cărui grupuri de homotopie sunt vector de dimensiuni finite (^-spații) se obține prin localizarea unui spațiu geometric X Construcția se realizează prin inducție pe "celulele locale" ale spațiului Y Mai precis, reprezentăm Y ca uniune |JYn, unde i)o- ¥n-i- Alegând în mod corespunzător localizarea S -*Deci, putem găsiți a': $k->Xn-I astfel încât diagrama localizare | ■p~ localizare va fi comutativă (Într-adevăr, pentru aceasta este suficient să luăm o localizare a lui Γ Sfe -> S^ astfel încât Completarea în teoria homotopiei clasa de homotopie a unui sferoid efe \ i]; atunci diagrama noastră va fi comutativă pentru localizarea Sk -> Așa -> Așa ) Acum definim Xn ca maparea asimetrică a'; evident, O construcție similară are loc în cazul în care luăm în considerare localizările față de o mulțime arbitrară I de numere prime Ar fi interesant de analizat mai detaliat obstacolul în calea unei astfel de construcții în cazul profinit Pătrat aritmetic local Cele de mai sus rămân valabile pentru localizarea lui X într-o mulțime arbitrară I Pătratul fibros al grupurilor Zz ~> Z/ Q -> Xt XQ->XA=(X^{X^ ale căror proprietăți sunt apropiate de cele ale pătratului din Propoziția Dacă = {p}, atunci pătratul se transformă într-o diagramă XP->XP în care xQp=(xp) =(x ); ( Capitolul este forma complexului X peste câmpul numerelor p-adice în completarea p-adică a câmpului Q Este firesc să ne întrebăm care este complexul Xr, unde R este câmpul numerelor reale (completarea reală a câmpului Q) și cum să-l includă în schema luată în considerare De exemplu, "tipul adelic final XA" trebuie apoi înlocuit cu "tipul adelic complet" XaXXr Apoi stratul natural de cartografiere h g>hm va avea grupuri de homotopie compacte, iar această mapare ar trebui să fie convenabilă de studiat Dacă I este complementul unui număr prim {p], atunci apar spații de tip Xa în studiul tipului de homotopie étale al varietăților algebrice pe un câmp cu caracteristica p Poate că în aceste cazuri există un obstacol pentru completarea diagramei Xt I *o (Xt\, unde Xo este supus condiției de dimensionalitate finită peste Q și n, {Xi) = nQo (r) Z/ peste Z; Atunci omo este un obstacol în calea ridicării colectorului la caracteristica zero, - capitolul PACHETE SFERICE Discutăm teoria claselor de omotopie pe fibre ale fasciculelor ale căror fibre sunt sfere /-locale sau Z-adice Aceste teorii sunt legate conform Propoziției și au simetrii interesante Definiție pachetul Gurevici ') g; S->E^B, a cărui fibră este sfera locală S? '(n>l) se numește mănunchi sferic local O orientare a unui pachet este o clasă de coomologie u^Hn(E^B; Zi) ), a căror contracţie generează un grup ZO^Zz Dacă I este mulțimea tuturor numerelor prime, atunci obținem o teorie mai mult sau mai puțin familiară: (i) Setul de clase de n -bundle echivalente de homotopie pe fibre peste X coincide cu setul de clase de homotopie de mapări X->BGN (II) BGn este spațiul de clasificare al //-spațiului asociativ G" \u d [S'î -U S "- I degf e ț ± } \u d Z'} ■) O mapare E -> B se numește un pachet Hurewicz dacă are proprietatea de homotopie de acoperire pentru mapările unui spațiu arbitrar în B d) Hn(E->B) desemnează a n-a grupă coomologică a perechii (cilindrul mapării E->B, E) Capitolul (Structura I este determinată de compoziție), adică QBGn este izomorf cu Gn ca un spațiu I asociativ homotopic (Stasheff JD, A classification theorem for fibre spaces, Topology, , nr ( ), - ) (iii) O teorie orientată este clasificată') de mulţimea [X, BSGJ, unde BSGn poate fi descris în două moduri echivalente: (a) ca un spaţiu de clasificare pentru componenta SGn a spaţiului R Gn care conţine maparea identităţii; (b) ca acoperire universală (cu două foi) peste BGn (iv) O involuție într-o teorie orientată corespunzătoare unei schimbări de orientare corespunde acțiunii grupului aiBGn asupra BSGn (v) Înglobările naturale Gn^>-Gn+i, BGn~* BGn+i corespund operației de suspensie strat cu strat; uniți- definiția BG - (J BGn este o definiție de clasificare BG-"•= teren pentru o teorie stabilă O teorie stabilă pentru complexele cu dimensiuni finite este pur și simplu limita inductivă a teoriilor cu dimensiuni finite în raport cu suprastructura stratificată Această limită inductivă se stabilizează la un pas finit: prin urmare, putem presupune că BG clasifică fasciculele sferice ale căror fibre au dimensiuni mult mai mari decât bazele lor Pentru complexe infinite X, clasa de homotopie a unei mapări X în BG este un element al limitei proiective a mulțimilor de clase de homotopie de mapări ale statutelor cu dimensiuni finite ale lui X O astfel de descriere este posibilă datorită caracterului finit al grupurilor de homotopie ale lui X spaţiul BG ) (vezi cap ) Pe de altă parte, elg- ') În ceea ce privește echivalențe de homotopie care păstrează orientarea fibrelor ) Amintiți-vă că maparea naturală n (X, Y) -> Hm (al-al-lea miez X, T) nu este întotdeauna reversibil (vezi Adams J , Walker G , An example in the theory of homotopy, collection of Mathematics, : ( ), - ) Condițiile reversibilității sale sunt studiate, de exemplu, în articolul lui Buchstaber V și Mishchenko A , Elements of infinite filtration in D-theory, DAN USSR, , Kv ( ), - '-Ed fascicule sferice Termenul acestei limite proiective poate fi interpretat ca o unire crescândă a fasciculelor sferice de dimensiune crescătoare peste scheletele lui X Involuția în "teoria stabilă" este banală'), și de aceea există o scindare canonică BG = K(Z/ , )XBSG Pentru unele n, spațiile BGn și BSGn pot fi descrise explicit: BG^RP", BSG^S^*, BG = BO , BSG = СР°° ~ BSO Alte spații BGn nu sunt cunoscute, deși grupurile de homotopie (finite) ale spațiului BG = = (JfîGn coincide cu homotopia stabilă n - grupuri ale sferei și ca atare au fost mult studiate Procedura explicită a lui Stasheff pentru construirea unui spațiu de clasificare nu se aplică direct la ? -bundle, deoarece S? este un complex infinit (deși local compact) (cu excepția cazului în care, desigur, I este mulțimea tuturor primelor) Dar dacă luăm în considerare fasciculele sferice Z-adice, adică fasciculele Gurevich cu fibra S?- , atunci situația devine și mai gravă: complexul Sz nu este numărabil și, prin urmare, nici măcar compact local Cu toate acestea, se poate folosi teoria cvasibundlelor lui Dold ) și se poate obține o teoremă abstractă de reprezentabilitate pentru mănunchiuri cu o fibră arbitrară ■) Acesta este cel mai simplu caz al fenomenului Adams s) Vezi Dold A , Functori de homotopie semi-exacţi, Sat Matematică, : ( ), - , capitolul Teorema (A Dold) Există complexe CW B și B conectate astfel încât / teorie g І ? '-bundle J ~~ *• ' / teorie g " '-bundle/" • ' unde [ , ] denotă setul de clase de homotopie libere (nebazate) De fapt, teoria lui Dold oferă doar un izomorfism bazat: /bazat! [pachetele J - I ' Jb> pentru a obține formularea noastră liberă, trebuie să împărțim fiecare set în orbite ale grupului wB, Teorema principală Teorema (i) Există o diagramă canonică stratificat, TEORIA I localizarea J TEORIA I n~ '-mănunchiuri j [S?"'-mănunchiuri J completare stratificată completare stratificată | teoria I (§/ -pachete J corespunzătoare diagramei de clasificare a spaţiilor' BGn -U ВІ VI Mănunchiuri sferice f (ii) Diagrama corespunzătoare a grupurilor fundamentale este diagrama unităților: (iii) Diagrama corespunzătoare a acoperirilor universale este izomorfă canonic cu diagrama Ultima diagramă este clasificatoare pentru diagrama teoriilor orientate: acțiunea grupului fundamental asupra acoperirii spațiilor corespunde acțiunii grupurilor de unități din teoriile orientate, definite prin formula unde ^ este un fascicul sferic E->B: Uț este o orientare, adică un element al grupului R): a este o unitate inele R - Z, Zi sau Zi Demonstrarea teoremei este destul de lungă și o vom amâna până la sfârșitul capitolului Cu toate acestea, formulăm imediat rezultatul care va fi obținut în cursul demonstrației capitolul Corolarul Există izomorfisme naturale l AutS? = Zz, (Aut ST'\^(SGn)h l Aut Sz l Zz, (Aut ST'\^(SGn\ Aici, AutX denotă complexul de automorfism singular al lui X (simplexul a este echivalența homotopiei a'X X->X); indexul " " denotă o componentă a mapării identităţii grupul Galois O altă consecință a teoremei principale, care merită subliniată, se referă la simetriile în spațiile (BSG")Z și (BSG")Z Corolarul Deoarece aceste spații clasifică teoriile orientate, ele au simetrii Zz și Zl consistente Dacă, de exemplu, ={p], atunci Zz = Z/ (r) (grup abelian liber generat de numere prime, altele decât p], Z/p - φ Zp pentru p > , Z/ (r)Z la p = Vedem că, după finalizare, esențial diferite simetrii din teoria locală se unesc (topologic) într-un grup compact cu un singur generator (topologic) Mai jos vom arăta (Corolarul ) că toate grupurile de homotopie ale spațiului BSGn sunt finite, cu excepția unuia: HnBSGn - Z(r) (torsiune) pentru n par, TC n- BSGn - Z(r) (torsionare) pentru n impar Primele n - grupuri de homotopie ale spațiului BSGn (de la a -a la (n - )-a) sunt finite și coincid cu primele n - grupuri de homotopie stabile Mănunchiuri sferice sfere ) Prin urmare, grupurile de homotopie ale spațiului (BSG;i)z sunt părțile / ale acestor grupuri plus un grup izomorf cu Zz (în dimensiunea n sau n - ) Grupul unitar Zz acţionează banal asupra grupurilor de homotopie de dimensiuni mici (stabile), dar netrivial asupra grupurilor superioare De exemplu, dacă n este par, atunci grupul Zz acţionează asupra grupului (BSGn)l / torsiune Zz prin multiplicare ') Referirea la Corolarul aici nu este pe deplin convingătoare, deoarece, în primul rând, nu este dovedită și, în al doilea rând, nu acoperă afirmațiile enumerate despre grupurile de homotopie ale spațiului BSGn Cu toate acestea, toate aceste afirmații sunt dovedite prin mijloace elementare În primul rând, pentru orice i grupul n(-(BSGn) este izomorf cu n( ((SGn) (aceasta este o consecință a proprietății generale de clasificare a spațiilor) Spațiul SGn este fibrat în mod natural peste S"- cu o omotopie de fibre echivalentă cu o componentă a spațiului "S"- bucle multiple ale sferei Secvența de homotopie a acestui mănunchi, ținând cont de izomorfismul canonic Py (un ' " ) = (S"- ), are forma -> lg (Sn I) ai + n (S- ) -> "z-, (SG") -> ->yag ! (S "- ) n; + " (srt ) iar homomorfismele y sunt definite prin multiplicarea Whitehead cu generatorul canonic al grupului nra (Sn I) Dacă i n / (Sra l) are un nucleu finit, datorită căruia l , (SG )[=l,(B C )| t-i k n> i ~ (bază; Q) pentru n impar De asemenea, este ușor să verificați echivalența secvențelor de pachete [ • • SG ll->-SG n+I-> SG n i I/SG n->BSG n->-BSG n+i] clasa Euler pătrat alb ^ І clasa Hopf ->SOn+l->Sn și (QnSn)l->SGn+l->Sn -npuM ed Mănunchiuri sferice Grup de unități din câmpul Q, Q* = Z/ (r) {grup abelian liber generat de numere prime}, acţionează într-o teorie raţională orientată în mod natural pentru n par prin înmulţiri cu pătrate pentru impar teorie stabilă Corolarul (i) Pentru teoriile orientate stabil există izomorfisme orientat stabil Z-local / teorie locală > teoria Z-adic stabilă orientată S, P (BSG)P L p^i (ii) O teorie stabilă neorientată este izomorfă canonic cu produsul direct al unei teorii stabile orientate și teoria sistemelor de coeficienți Zi sau Zi locale stabil Z-local z = [ , )X P (BSG)P], Teoria J peZ grajd) Z-adic [ = [ , C(Z', )XP (BSG)PJ Teoria J peZ (iii) Grupul Galois acționează trivial într-o teorie orientată stabil Dovada, (i) Deoarece grupurile de homotopie ale spațiului BSG sunt finite, există o divizare canonică BSG R (BSG)P R capitolul spațiile BSG în componente p-primare Este clar că pentru complexele cu dimensiuni finite , П (BSG)J ~ [ , (BSG),]~[ , lim (BSGn)z]ss re l J -> lim {orientat " -teorii} {teoria locală orientată stabil} Pe de altă parte, din descrierea structurii raționale rezultă că lirn de cartografiere naturală ((BSGn);-> (BSGnj^) P este un izomorfism Deoarece, prin definiție, o teorie /-adic orientabilă stabilă este clasificată după spațiu lim (BSGn\, P atunci se dovedeşte prima afirmaţie a corolarului (ii) Luați în considerare cazul /-adic sistem local a e №(; Zн) defineşte un ^'-mănunchi a, deoarece grupul de unităţi Zi acţionează asupra unui reprezentant adecvat al tipului homotopie prin intermediul homeomorfismelor (de exemplu, spaţiul K(Zz, ) construit folosind o construcţie functorială este potrivit) Conform (i), orice pachet /-adic orientat stabil poate fi reprezentat printr-un pachet /-local y Îmbinarea prin fibre a * y definește un pachet Z-adic, deoarece sj*sr'^s"+ Este ușor de verificat, folosind aceleași argumente ca și în demonstrația teoremei , că această construcție definește harta K(Zz, ) X (BSG), -> lim В?, P care induce izomorfism în grupurile de homotopie Mănunchiuri sferice Cazul local este tratat în mod similar De fapt, nu este nevoie să o luăm în considerare, deoarece se poate arăta a priori (folosind articulația lui Whitney) că o teorie locală stabilă este aditivă (iii) Trivialitatea acțiunii grupului Galois decurge imediat din (ii) Se poate stabili și direct: în teoria locală, acțiunea grupului Galois este banală, deoarece există automorfisme ale fasciculului S\ * y, unde * este o îmbinare prin fibre și y este un fascicul orientat local care înmulțește orientarea prin orice unitate a inelului Z/; din motive de continuitate, aceasta presupune că acţiunea grupului profinit / este de asemenea banală Rețineți că afirmația (iii) a Corolarului este o versiune pur "teoretică a homotopiei" a conjecturii lui Adams Inerția de tip homotopie internă stabilă Acum generalizăm această conjectura pur homotopică-teoretică a lui Adams Lăsa Vo-> -> -> fîn+]-" este o succesiune de spații Să presupunem că fiecare dintre aceste spații este baza unui mănunchi sferic cu, în plus, dimensiunile fibrelor sunt strict crescătoare, iar fasciculele sunt compatibile, adică există izomorfisme Vom studia "pachetul stabil" capitolul unde bto este un telescop infinit (Bn] și y este construit din mănunchiuri {și echivalențe {/n}') Principala ipoteză despre acest "mănunchi stabil" y este că trebuie să fie "internă" în ceea ce privește filtrarea [Bn} în Bx Cu alte cuvinte, trebuie să existe numere arbitrar de mari n, astfel încât pachetul sferic yre+ să fie puternic aproximat prin mapare ^p"*^aa+ > adică compoziția e secțiune •* i* P + Yn+ -* Y"+i este o echivalență peste d(n)-M ostoze, iar d(n) -drt->co ca η->oo Este ușor de verificat acel stabil natural pachete: "ortogonal" "unitar" "simplectic" "liniar pe bucăți" "topologic" "homotop" BO->BG, BU->BG, BSp->BG, BPL-+BG, To Tor -> BG, BG-+BG sunt "interne" în raport cu filtrările naturale {BOp}, {BUn}, {BSpn}, {BPLn}, {BTopJ, {BGn} Se pot da definiții similare pentru pachetele sferice locale și Z-adice În cazul orientat, apoi mapările ') Reamintim că, conform rezultatelor cap , spațiul BG reprezintă un functor compact Bunurile yn homotopic determină în mod unic mapările Bn -> BG și y este elementul corespunzător al limitei proiective lim [Bn, BG] [B *,, BG]; în special, maparea y nu depinde de alegerea echivalențelor {fn} Mănunchiuri sferice Este clar că o localizare sau completare a unui pachet interior este un pachet interior Teoremă (inerția de tip homotopie internă pe fibre) Fie y un fascicul sferic stabil peste un spațiu (obișnuit, local sau complet) care este intern în raport cu filtrarea { n} a spațiului B^ Fie Ax un automorfism filtrat al spațiului Bx: Bx Bx - lim (Bp - ~> Bp) P->OO Apoi Ax păstrează tipul de homotopie pe fibre y > e grafic în^^v^ XX BG este comutativă de homotopie stratificată Dovada Ne va fi convenabil să presupunem că dn = n și d(n) = n Această simplificare intuitivă poate fi eliminată printr-o simplă modificare a următorului raționament Luați în considerare pachetele sferice S^Yn+i I i*Y"+i = Вѣ > Вѣ+ automorfism filtrat {stratul i} = Fn-+Bn - eu eu - ÎN - și maparea e, care este o echivalență peste intervalul d(n)-M Вп >Y"+i \ secțiuni S *Yn+i capitolul Putem presupune că maparea An+I este exactă pentru celulă, că maparea An este pe fibre și că maparea e este pe fibre și induce maparea identității bazei Să restrângem hărțile e, An+ și An la spațiile situate deasupra celui de-al n-lea schelet al spațiului Bn+ : yn+іІ^-vpі-А-^->vpі eu i (vn+ )n-^+(vn+ )n ■ Efectuând mapările e/ și An/ celulare și restrângându-le la al -lea schelet, obținem mapările (m "+ /) re (VD (v "/) " Deoarece mapările An și An+ au fost echivalențe de homotopie, maparea (An/) n este, de asemenea, o echivalență de homotopie Maparea (e/) n este o echivalență de homotopie, conform definiției unui pachet interior Pe de altă parte, afișați este un pachet £" și, prin urmare Yn + i/ = ( Y η+\ )іr Prin urmare, putem "tușa" automorfismul (An/) n cu ajutorul automorfismului (e/) n, în urma căruia obținem un automorfism A a fasciculului-yn+ / care acoperă automorfismul (Dn+i)n: Sus+іІ - -* Yn+i/ ; (Bn+l)n ^^+(Bn+l)n Apoi compoziția Mănunchiuri sferice este o echivalență de homotopie pe fibre care acoperă maparea identității arborelui spanning (fn+i)n Trecerea la limită ca r -> oo dă o diagramă comutativă de homotopie Consecinţă Orice automorfism al spațiului BG care păstrează filtrarea {BGn} este homotopic identității Observație Există cel puțin un automorfism homotopic al spațiului BG care nu este homotopic identității: harta definită de structura H în BG Observația În exemplele specifice legate de spațiile BO, BPL, BG , automorfismele filtrate corespund acelor operații pe fascicule care sunt automorfisme și păstrează dimensiunea geometrică a fibrei, adică automorfismele care sunt de natură geometrică Prin urmare, teorema noastră poate fi formulată după cum urmează: automorfismele geometrice ale teoriilor mănunchiului păstrează un tip stabil de homotopie pe fibre Când este un pachet Z-adic o completare a unui pachet /-local? După cum se arată în primul și al treilea capitol, există pătrate cu fibre Zt > Z, (BSGn)i -> (BSG")f (r)Q q J (SSGft)o-> (B O normal '• reaprovizionare D Sullivan E capitolul Prin urmare, există Corolarul Un pachet §" I orientat este o completare a unui pachet S"- dacă și numai dacă (n par) imagine a clasei Euler sub homomorfism NTsbaza; Zi) -^+ Hn (bază; Q) este rațional, adică se află în imaginea homomorfismului Hn(bază; I" (bază; Q); (n impar) Clasa Hopf, care este a priori un element al grupului H n~ (bază', Q/), raţional Dovada Ne limităm la cazul unui n crocant În acest caz, pătratul nostru fibros este echivalent cu pătratul {BSGn)t -> (BSG")f raţional Z-adic Clasa Euler Clasa Euler K(Q, n)-*K(Qt, n) iar afirmația decurge din următoarea proprietate generală a pătratelor cu fibre Să existe un pătrat fibros de complexe CIF L->B ; C->D Apoi maparea oricărui complex CIF X la B și C și homotopia dintre mapările corespunzătoare de la X la D definesc homotopic maparea de la X la A Addendum Legătura dintre pachetele locale și cele complete poate fi reprezentată și în alt mod Mănunchiuri sferice Și anume datorită echivalenței (BSGh)f^n (BSGn); p&t Un mănunchi de " poate fi identificat cu un set de mănunchiuri SP , câte unul pentru fiecare p^I, sub rezerva condiției de consistență, care este ca aceste fascicule să aibă clase caracteristice (Euler sau Hopf, cu coeficienți în Qp) care sunt imaginea unei singure clase raţionale Principalele fascicule sferice Unele sfere locale (sau Z-adice) sunt în mod natural echivalente în homotopie cu grupuri topologice Astfel, putem vorbi de fascicule sferice principale Este ușor de descris spațiul de clasificare pentru fasciculele sferice principale și maparea acestuia cu spațiul de clasificare pentru fasciculele sferice orientabile Oferi Fie p un simplu număr impar Sfera completată Sp~' este omotopie echivalentă cu un grup topologic (sau spațiu de buclă) dacă și numai dacă n este par și împarte p - ') Consecinţă Sfera locală St' " este homotopie echivalentă cu un spațiu de buclă dacă și numai dacă I s [p: Z/n S unități p-adice} Înainte de a demonstra aceste afirmații, observăm că dacă sfera Sz' " are un spațiu de clasificare P°°(n, I), atunci QP" (u, I) ~ Sln~', *) Dacă p = , atunci este bine cunoscut că numai sferele S , S și S sunt //-spații, iar S nu este un spațiu de buclă ' capitolul iar din prezenţa unui mănunchi ''"'->*->Roo(i, /) urmează că (i) algebra H*(P°°(n, /); Zz) este izomorfă cu algebra polinoamelor dintr-un generator de dimensiune /r; (ii) pentru fiecare alegere de orientare a sferei S/' "' există o mapare naturală P"(n, l)-+(BSG n)t, astfel încât, sub o mapare adecvată a inelelor de coomologie, clasa Euler din coomologia spațiului (BSG n)i trece la generatorul polinom al inelului de coomologie P°°(n, I) Dovada ofertei Argumentul standard care utilizează multiplicarea în coomologie arată că un spațiu H sferic trebuie să fie de dimensiuni impare Dacă §p este un spațiu de bucle, atunci este clar că coomologia modp a spațiului Bn constituie o algebră de polinoame cu un singur generator de dimensiune n Având în vedere acțiunea operațiilor Steenrod asupra H* (Bn', Z/p ), constatăm că trebuie să împartă numărul (p - i)pk pentru kl suficient de mare) Luând în considerare apoi operațiile secundare (și folosind rezultatele lui Lu- *) Într-adevăr, dacă a e R" (Bn; Zp) este un generator polinom, atunci ap = , unde este puterea J a lui Steen drăguț Formula clasică a lui Adem (vezi Adem J , Relațiile puterilor Steenrod ale claselor de coomologie, Alg Geom și Topol , Princeton, , pp - ) arată că fiecare putere & k este reprezentată ca polinom în puteri tip R Prin urmare kk există fe astfel încât *p a ; dar în acest caz a == n + pk (p - ) este divizibil cu Prim ed fascicule sferice * Levicus ')> generalizând celebra lucrare a lui Adams ) de la cazul p - la cazul general), constatăm că K împarte p - Pe de altă parte, dacă X împarte p - , atunci putem construi spațiul Bn în mod explicit Pentru a face acest lucru (i) lăsăm Z/X în Z/p - s Zpj (ii) alegem o realizare celulară a spațiului A(Zp, ) asupra căruia grupul Zp acționează celular; (iii) formează un spațiu Bn = [K( p, )/(Z/X)£ Obținem un spațiu p-adic complet conex Bn, a cărui algebră de coomologie mod p este o algebră de polinoame cu un generator de dimensiune n, iar spațiul buclei QBn este echivalent homotopie cu op - Op Mai mult, din fasciculul spectral K(Zp, )-*{căi}->A( p, ) iar egalitatea K(ZP, l) = Sp, rezultă că algebra H*(K (Zp, ); Z/p) este o algebră de polinoame într-un generator x de dimensiune Deoarece X este coprim la p , secvența spectrală , fascicule A(Zp, )->K(Zp, )/(Z/Â) - A(Z/X, ) ') Liulevicius A , The factorisation of cyclic reduced powers by secondary cohomology operations, Proc Nat Acad Sci USA, , nr ( ), - ; vezi și cartea sub același titlu în Memoriile al Societăţii Americane de Matematică, Providence, ) Argumentul din nota anterioară poate fi repetat prin înlocuirea formulelor lui Adem cu formulele lui Lulevicius, pre-nk enunţarea ca polinoame în operaţii coomologice secundare; aceasta dovedește divizibilitatea numărului p - cu m - Aprox ed ) Aceasta se referă la ciclul de lucrări ale lui Adams, publicat a n-a în cartea Adams JF, Stable homotopy theory, Springer Lecture Notes, nr ( ) -Aproximativ ed capitolul rezultă că algebra de coomologie mod p a spațiilor /C(Zp, )/(Z/Â) este o subalgebră în algebra de coomologie mod p a spațiului K(Zp, ) constând din n-polinoame invariante sub cartografiere ( , x, x , x , ( , ax, a x , ), unde a s Z/p este o rădăcină de putere primitivă Ă a unității Astfel, Z/p) = pentru i K(Qz, n) unde ВІп este spațiul de clasificare al sferei construite mai sus Trecând la spații bucle, obținem un pătrat fibros Sz "- -► P ZG* re/ I- I S ' -*(S "',)/ din care decurge imediat afirmaţia noastră ') Aici lăsăm neanalizat doar cazul / = , adică sfera S Mănunchiuri sferice Izomorfism Tom Ca și mănunchiul sferic obișnuit, mănunchiul ? E -> X, împreună cu orientarea Ut(=Hn(E-+X-, Zi) definește un izomorfism Thom Hl(X-, Zi) ^>Hr+"(E->X; Zi) (Acest lucru poate fi dovedit prin inducție pe celule de bază folosind secvențe Mayer-Vietoris ) În schimb, dacă f: A -> X este un pachet și o clasă C / e \u d Ral (D-> X; Zi) astfel încât înmulțirea Hl(X\ Zi)^> H^(A-> X-, Zi) este un izomorfism, atunci, sub anumite restricții asupra grupului fundamental, se poate arăta că f: A~+X este o s |-fibrație orientată (un fapt analog despre fasciculele sferice a fost dovedit de Spivak')) Să presupunem, de exemplu, că grupul fundamental al spațiului X acționează trivial asupra fibrelor de coomologie ale mănunchiului f Apoi din succesiunea spectrală a fibrației f: A -> X rezultă că H* (fibră; Zz) Dacă, în plus, fibra este un "spațiu simplu", atunci putem efectua localizarea fibră cu strat ), și obținem un $" -bundle peste X- strat -> A >- X localizare sr localizare strat cu strat ■) Vezi Spivak M , Spaces satisfying Ro'psage duality, Thoro-logie, , nr ( ), - -Aproximativ ed d) Vezi demonstrația teoremei J capitolul Același lucru este valabil și pentru pachetele /-adic Join Whitney definește împerecherea teoriilor "- - și / ~ în teoria ?+m"''-: putem forma straturi comune ( " I și G- ) peste fiecare punct și obținem ?+ ,n -pachet Desigur, aceasta folosește relația O relație similară între sferele finalizate nu este valabilă, totuși (zg * zg'); ~ st+m~l, și prin urmare compoziția unei îmbinări stratificate cu "completare stratificată" definește împerecherea în teoriile /-adic Demonstrarea teoremei (i) Maparea I este construită folosind localizarea strat cu strat Fie g un pachet peste un simplex o cu fibra F Să presupunem că F este un spațiu simplu și că o mapare dі \da * dі' (stratul EG ^ ^ STRAT inainte de localizarea fiecărui strat Dacă reușim să construim o mapare / care face o diagramă banalizarea arbitrară £ = con de mapare t ') ahetz Dar de atunci //*(dg', g |da; = B* ( P\ Zi) = , atunci argumente similare demonstrează posibilitatea completării prin fibre a fasciculelor cu fibra P În special, vedem că este posibil să se completeze fasciculele sferice prin fibre În mod similar, se verifică că operațiunile de localizare și completare pe fibre a fasciculelor sferice sunt functoriale și că diagrama rezultată BGZI->B? V |c BO comutativ Se demonstrează prima afirmație a teoremei *) Conul unei mapări continue B este definit ca rezultat al lipirii de B a unui con peste A prin maparea S' Putem considera acest automorfism ca o mapare a sferei S în spațiul automorfismelor AutS# al spațiului S/? În acest caz, putem presupune că punctul de bază al ecuatorului S trece în elementul de identitate al mulțimii AutS" Dacă i - , atunci mănunchiul este determinat de componenta imaginii unui alt punct al ecuatorului Dar în succesiune Prin Aut S/>-> [S^, Sfll > prima mapare este o încorporare pe mulțimea de elemente inversabile, în timp ce a doua și a treia sunt izomorfisme Prin urmare, n AutS^ ?*^Aut( /" S") Aceasta dovedește a doua afirmație a teoremei și, de asemenea, faptul că orice S^-bundle orientabil peste S este trivial În general, specificarea unei orientări pe un pachet S^ (peste o bază cu un punct marcat) definește o încorporare a mănunchiului trivial în el Dacă baza este conectată, atunci, invers, o astfel de încorporare definește o orientare Mănunchiuri sferice fascicule ')• Sirul U construit mai sus defineste o succesiune de spatii de clasificare BR-^BR-^K(R*, ) Astfel, dacă i > , atunci = {fascicuri orientate, peste S/+I) = = {fascicuri bazate peste Si+ } = Prin urmare, secvența U induce următoarele mapări în grupuri de homotopie: I w P* W L* ' * ►/( PENTRU λ , λ/ + λ/+ ->* pentru λ/+ Astfel, maparea BR-+BR este o acoperire universală În plus, corespondența dintre fasciculele orientate și mănunchiurile bazate arată că grupul n((BR) R* acționează în BR așa cum este menționat în (iii) Rămâne de demonstrat prima parte a afirmației (iii) Folosind inducerea de acoperire (ca în demonstrația aserției (i)) construim o diagramă naturală G" = AutSn ->AutSrl Aut S? I Deoarece S^-pac-foliațiile bazate sau orientate peste S'+ sunt definite de harta Sl-> -> {componenta hărții de identitate în AutS"), trebuie să calculăm hărți ale homotopiei ') Pachetele pentru care este fixată o astfel de încorporare se numesc pachete bazate, - Prim, ed capitolul grupuri induse de diagramă SGn~+ (Aut SFOi c \ X + ■ (AutS " ) i Pentru a studia, de exemplu, maparea cu, luați în considerare diagrama (S-' -)? sr "ft * (*) SGn - completare * C^ut Sl unsprezece *alimentare* Este clar că c definește multiplicarea tensorilor cu Z/ în grupurile de homotopie Un element al grupului i-a de homotopie din spațiul din dreapta sus este, prin definiție, o clasă de homotopie de mapări (S" = Sr'), identic pe şi constant pe S;X* Schimbând aceste mapări în fiecare fibră prin maparea identității, ajungem la clase de mapări homotopie care sunt constante pe*X$ și pe SZX*>, adică clase de mapări homotopie ') "Deplasarea fibrei" se înțelege în sensul de adăugare de hărți -> asemănător cu adăugarea de sferoizi, care definește operația de adăugare în grupuri de homotopie Acest lucru poate fi înțeles în alt mod Deoarece (SR, SR)b este un //-spațiu (S# este o suspensie), există o echivalență canonică de homotopie ($A, S^)b -> $A)b, unde înseamnă com- componenta de afișare permanentă; maparea bazată Sz >(Sfl, A)o este echivalentă cu maparea SlASR->SR Apropo, pictograma L înseamnă "produs-smash": LDV = A X B / [(AX *) UU (* X B)]; de obicei scrie # în loc de L - Aprox ed Mănunchiuri sferice Mulțimea unor astfel de clase de homotopie este la rândul său izomorfă cu mulțimea [s"+i , S?" ] [sn+i , sr ]^ nn+f Sn-'(r) Zz Astfel, vedem că Cj induce și o completare /-adic în grupurile de homotopie După cum se știe, coloana din stânga a diagramei studiate este o fibrație Gurevich și, prin urmare, induce o secvență lungă exactă de grupuri de homotopie Să arătăm că coloana din dreapta induce și o secvență exactă de homotopie Pentru a face acest lucru, luați în considerare obstacolul în calea finalizării construcției diagramei comutative Se află într-un grup dvі+i) X (Sp, *); Jtfe-| J) Dar acest grup este banal dacă t#=n+ și este egal cu dacă &=/r - Astfel, coloana din dreapta a diagramei (*) induce într-adevăr o succesiune de homotopie exactă și de aici rezultă că harta c induce înmulțirea tensorială cu Zz')• ') Acest lucru este dovedit printr-un argument care copiază demonstrația obișnuită a -lemei - Aprox ed Capitolul Deci am demonstrat că cartografierea BSGn-> {acoperirea universală este o completare Z-adică Se poate dovedi în mod similar că maparea BSGn-+ {acoperire universală peste B n} este o localizare, iar aceasta completează demonstrația teoremei capitolul GEOMETRIE ALGEBRICA TEORIA ETAL-HOMOTOPICĂ INTRODUCERE Vom discuta acum o teorie remarcabilă care provine din geometria algebrică, teoria tipurilor de homotopie a varietăților algebrice Conținutul său principal este construcția pur algebrică a unei completări profinite a tipului homotopie a unei varietăți algebrice complexe Vom lua în considerare soiurile afine complexe V^Kk, de exemplu, precum GL(n, C)eCl'+ = = {(xi, x , xnn, y)| det(x£/) • y= } Vom lua în considerare și varietăți algebrice de tip finit, obținute prin lipirea laolaltă a unui număr finit de varietăți afine, de exemplu, precum dreapta proiectivă P'(C) = {spațiul liniilor în C ) = АіІІАг cu diagrama de lipire A] A , diagrama izomorfă activa inversarea (x |-> w- ) s -{s-o} > s Câmpul C joacă doar rolul de "câmp de definiție" în aceste exemple Fiecare dintre aceste două definiții oferă pentru orice inel comutativ P o varietate peste R- GL(n, R) și P*l(R) Pentru a face acest lucru, trebuie doar să remarcăm că relația care distinge GL(n, C) și funcțiile de lipire pentru P (C) se află în mod natural în R (deoarece se află în Z) Noțiunea binecunoscută de preschemă peste un inel R') descrie un obiect care este obținut de un general *) Pentru o definiție precisă, vezi, de exemplu, MacDonald IG, Introduction t,o schemes, Benjamin, NY Capitolul construcţia generală a lipirii afine /?-variete Conceptul de varietate algebrică peste R (sau o schemă) se obține din acesta prin adăugarea condiției ca diagonala să fie închisă Construcția noastră principală atribuie în mod natural fiecărei presecheme S o homotopie etală de tip e(S) Acest tip de homotopie étale este un sistem proiectiv de tipuri de homotopie obișnuite care sunt construite din "copertele algebrice" (adică, învelișurile étale) ale preschemei S Procedura de construire a unui tip de homotopie din acoperirea algebrică a preschemei ') este analogă la construirea unui nerv Cehov din acoperirea topologică a unui spațiu topologic Din nou, similar teoriei lui Cech, tipurile de homotopie sunt indexate de setul de posibile coperți de preschemă, parțial ordonate în funcție de inscripție Artin-Mazur* ) a demonstrat mai multe teoreme referitoare la (i) tipul de homotopie clasică al unei varietăți peste câmpul de numere complexe și tipul său de homotopie étale; (ii) tipuri de homotopie étale ale aceluiași soi luate în considerare pe cicluri diferite De exemplu, există Teorema Dacă V este o varietate algebrică de tip finit peste C, atunci există o clasă de mapări de homotopie naturală Vel - * Vet etale clasice tip homotopie tip homotopie sistemul proiectiv al "nervilor" acoperirilor etale ale lui V ') Pentru o descriere simplă a acestei proceduri, vezi Lubkin S , On a conjecture of Andre Weil, Amer J de Math , , nr ( ), ) Artin M , Mazur B " Efale homotopy, II, Springer Lecture Notes/ Nr ( ) Geometrie algebrică care induce pentru orice sistem local A de grupări abeliene finite un izomorfism R*(V; A)^> lim R* (nerv; A) acoperiri etale De fapt, Artin și Mazur au folosit o construcție de nervi, mai subtilă decât cea a lui Cehov, împletind nervii unui întreg sistem de acoperiri étale Construcția lor s-a bazat pe conceptul de hipercopertă introdus de Verdier Ei au dezvoltat, de asemenea, o anumită teorie a homotopiei sistemelor proiective de tipuri de homotopie Sub afișaj de la un sistem proiectiv la altul înțeleg un element al unei mulțimi lim lim [Xr, X/] •H >• / i Din teorema rezultă că pentru o varietate algebrică complexă X de tip finit homotopie de tip X sistem proiectiv de tipuri de homotopie ! cu grupări finite de homotopie- *) j (în sensul mapărilor descrise mai sus), unde {/} este categoria folosită în cap când se construiește o completare profinită de tipul clasic de homotopie Astfel, putem construi limita inversă a "nervilor" acoperirilor étale ■) Pentru ca grupele homotopie de "nervi" ale acoperirilor étale să fie finite, lui X trebuie impuse cerințe suplimentare: normalitate sau nesingularitate În general, în construcția algebrică a unei completări profinite X a unei varietăți X, trebuie luate completări profinite de "nervi" capitolul și obțineți o construcție algebrică a unei completări profinite X a tipului obișnuit de homotopie a unei varietăți algebrice complexe X În primul rând, vom încerca să explicăm de ce este convenabil să folosiți metode etale Pentru a face acest lucru, vom discuta, cu câteva exemple, o ușoară modificare a construcției lui Labkin pentru construirea complexelor Cehov După aceea, vom studia "tipul complet de homotopie etale" și simetriile lui Galois în cazul unui Grassmannian finit Ca motivație, ar trebui să ținem cont constant de "lema inerției" din cap § DISCUTIE INTUITIVA DE TIP ETAL HOMOTOPIC Fie V o varietate algebrică complexă ireductibilă Luați în considerare problema găsirii coomologiei lui V prin mijloace pur algebrice Se pare că acest lucru se poate face dacă luăm în considerare coomologia cu coeficienți finiți (Reamintim că coomologia unei varietăți netede cu coeficienți reali poate fi găsită analitic în termeni de forme diferențiale ) Metoda singulară de descriere a coomologiei folosește noțiunea de mapare continuă simplejs-> spațiu topologic definit de o varietate algebrică V și trebuie să-l abandonăm Metoda lui Cehov de calcul a coomologiei este mai algebrică - folosește doar structura submulților deschise din V O parte a acestei structuri este de natură algebrică Într-adevăr, există o cartografiere naturală , (structură structura C subvarietă deschisă VJ (submulţimi Geometrie algebrică ( care atribuie fiecărei subvarii algebrice complementul său, care este deschis în sensul lui Zariski Submulțimile deschise aflate în imaginea lui c determină topologia Zariski pe spațiul V, care este astfel definit pur algebric Să încercăm să aplicăm schema lui Cech la topologia a-rissky Fie [Ua] o acoperire finită a lui V de către Zariski seturi deschise Oferi Dacă {ua\ constă dintr-un element n-jl, atunci nervul lui {{/a} este un simplex n-dimensional Aceasta rezultă din faptul că intersecția unui număr finit de submulțimi deschise Zariski nevide în U este din nou non- subset gol deschis deoarece / \ din cauza ireductibilității / \ V pe lângă fiecare I a I subsetul de origine Ua -^/ Xx-" este o subvarietate / \ / \ / \ zyem real co- / \ dimensiuni două Deci і / Ț Ț \ j ca omologie simplec- I Г I ca sunt banale, atunci non- \ y/ / exemplu mediocru - \ La metoda unora Cech la asta S Zariski blând nu n = nu dă nimic O generalizare a acestei metode, simplă, dar cu aplicații remarcabile și de anvergură, a fost găsită de Grothendieck Ideea lui Grothendieck este următoarea În primul rând, observăm că schema lui Cehov pentru calcularea coomologiei unui înveliș poate fi extinsă la o categorie arbitrară Considerăm acoperirea {u} ca o categorie ale cărei obiecte sunt mulțimile Ua și ale cărei morfisme sunt incluziunile capitolul Mai jos descriem schema geometrică a construcției etol, care aparține lui Labkin În continuare, aplicăm această construcție categoriei construite din acoperirea unei varietăți algebrice X prin intermediul "mapărilor etale" Ua-^Uaț=X, unde Ua este o multime Zariski-deschisa in X si n este o acoperire cu foi finite ) Obiectele acestei categorii sunt mapări étale, morfismul unui obiect (Ua, la) într-un obiect ({/p, rr) este definit ca o diagramă comutativă yaa\ i/yar X Astfel, acum pot exista mai multe morfisme ale unui obiect în altul și nu doar o includere, ca înainte De fapt, Grothendieck, folosind astfel de acoperiri étale, a generalizat noțiunea de topologie și în acest context a dezvoltat teoria coomologiei cu coeficienți într-un snop Din definiție reiese clar că toate astfel de categorii (corespunzând tuturor posibilelor coperți ale lui X) conțin la fel de multe informații despre X ca și el (i) în toate acoperirile posibile ale X by Zariski seturi deschise; (ii) în acea parte a grupurilor fundamentale de mulțimi deschise Zariski care este recuperabilă din acoperiri (algebrice) cu foi finite ') Este clar că fiecare acoperire algebrică este cu foi finite; Teorema lui Riemann și generalizările ei afirmă contrariul *) Se înțelege că aceste cartografii constituie o "copertă de etale", adică unirea mulțimilor n(Ua) corespunzătoare tuturor obiectelor categoriei este X - Aprox ryo& Geometrie algebrică Pentru a redirecționa această informație către teoria homotopiei, dăm Definiția (nervul categoriei) Fie C o categorie Definim o mulțime semi-simplică ') S (C) după cum urmează: vârfurile sunt obiecte din categoria C; -simplicele sunt morfisme de categoria C; n-simplicele sunt lanțuri de morfisme de lungime n fi f -Adăuga Operațiile de luare a fețelor corespund cu eliminarea morfismelor extreme și compunerea morfismelor adiacente Operațiile de degenerare sunt definite prin faptul că cartografierea identică este introdusă în lanț Un nerv din categoria C este o realizare geometrică a unei mulțimi semisimplice S(C) Grupurile de omologie, coomologie și homotopie ale unei categorii C sunt definite ca grupele de omologie, coomologie și homotopie ale nervului său Pentru a face nervul categoriei mai geometric, este convenabil să interziceți simplexele degenerate, adică astfel de lanțuri O -^O P' în care cel puţin una dintre mapările fi este identică* ) Dăm câteva exemple care ne permit să "simțim" mai bine teoria homotopie a categoriilor ') Pentru o definiție a conceptelor semi-simplice, vezi J P Maw, Simplicial objects and the algebric topology, Van Nosfrand, Math Studii, - Aprox ed ) Această frază trebuie înțeleasă astfel: dintre două construcții uzuale ale unei realizări geometrice, o alegem pe cea ale cărei simplexe (geometrice) corespund doar simplexelor nedegenerate ale complexului în curs de realizare Această implementare este descrisă în cartea citată a lui May - Aprox ed capitolul Exemplul (i) Partea nedegenerată a nervului categoriei A-+VKS Există (ii) Fie # un complex simplist Notăm cu C(K) categoria ale cărei obiecte sunt simplecele complexului / K astfel încât Ua este cel mai mic element al învelișului care conține x (Din (iii) și caracterul finit al acoperirii rezultă că orice punct x are o "cel mai mică vecinătate" unică ) Considerați C(U) ca o categorie ale cărei obiecte sunt Ua și ale cărei morfisme sunt incluziuni Propunerea Un nerv din categoria C este echivalent homotopic cu K- Dovada Să presupunem că complexul K este triangulat în așa fel încât (i) fiecare simplex este conținut într-un element al capacului C( Z/); (ii) pentru fiecare element Ua al învelișului C( s K, corespunde simplexului U°n - U°ni- ••• sLfat nervul C(^) Aceasta oferă o mapare simplă g: K'-*{nervul C, unde K' este subdiviziunea baricentrică a complexului K Luați în considerare compozițiile K'{nervul C(^)}->K, {nervul C ( C (o) (adică osC(o) și g ° f (o) s C (o)) și, prin urmare, sunt homotopice (homotopia se construiește prin inducție pe simplexele triangulației L) Cometariu Cartografierea canonică a gcu' K -> {nerv C (c /)}, unde } Geometrie algebrică Prin urmare, n-simplicele acoperirii universale N ale complexului N corespund perechilor compuse din n-simplexul complexului N și clasa de căi combinatorii care îl conectează la punctul marcat: Astfel, n-simplicele nedegenerate ale complexului N corespund perechilor compuse dintr-un n-simplex nedegenerat în N și un element al grupului n Este ușor de verificat că complexul de lanț corespunzător triangulației N luate în considerare coincide cu "bara-resolvent al grupului l" (vezi S McLane, Homology, "Mir", Moscova, ) Astfel, complexul N este aciclic și, deoarece este simplu conexat, este contractibil Prin urmare, N este Luați în considerare "etale generalizate" acoperirea spațiului X cu capace universale') ale seturilor deschise Ua, Ua->X, și luați în considerare, ca și până acum, categoria "cartierelor cele mai mici" (Presupunem că pentru fiecare punct xx X există doar un număr finit de elemente *) Acum admitem acoperiri infinite Capitolul care acoperă / conţinând x ) Mapările sunt diagramele comutative ia-+u X Rezultă că complexul X este echivalent homotopic cu un nerv din categoria C( {nervul C( )} este puțin mai dificil de construit în acest caz decât în Exemplul În acest caz, este convenabil să folosiți "acoperiri Cech" contractibile care rafinează • in'}, în plus, fiecare dintre obiectele e, e' are un singur endomorfism - identitatea, în timp ce Z are un set numărabil de endomorfisme - transformarea Geometrie algebrică monodromie np, - oo e și Z->e' Un nerv din subcategoria {Z} este homotopie echivalent cu un cerc Nervul subcategoriei {e} este contractibil și, prin urmare, nervul subcategoriei (Z, e) s C este un con peste un cerc Prin urmare, un nerv de categoria C se obține prin lipirea a două conuri peste S de-a lungul S , adică nervul C = S (iii) (sfera tridimensională S ) Luați în considerare acoperirea spațiului C - de seturi deschise U{ = {r, #= } ~ S , ^ = {z =U= } ss S , A £L> = {Zi ¥= , r #= } £=; S X S Se notează cu C categoria definită prin maparea acoperirilor universale ale acestor seturi deschise în C - ( ) Categoria C poate fi descrisă printr-o diagramă {z^z + z-^z}, unde p , p sunt proiecții (Ne putem gândi la elementele grupelor Z, Z -Z și proiecțiile plt p ca morfisme ale categoriei C ) Nervul de categoria C corespunde diagramei spațiilor corespunzătoare împărțirii sferei S în unirea a doi tori completi cu o limită comună În acest caz, functorul natural {ZZ + Z -> Z) -> (în Z}, iar nervul ei este un con de afișare șl gradul adică este izomorfă cu planul proiectiv real RP , (v) ("spațiu proiectiv complex dimensional") Luați în considerare categoria C definită de acoperirile universale ale intersecțiilor submulților afine deschise standard ale spațiului CP" , Ui -{(z , zn): =/= ], Categoria Cn poate fi reprezentată ca un simplex n-dimensional a, iar în centrul fiecărei fețe m este plasat un ax obiect, a cărui mulțime de endomorfisme formează un grup abelian liber cu numărul de generatoare, capitolul Un nerv din categoria Cn este echivalent homotopic cu CP Această partiție a spațiului CP apare în diverse întrebări De exemplu: (i) considerând СР ca a n-a etapă a construcției Miln-Rov a spațiului de clasificare al grupului S ; CP = S * S * * S S ; P (ii) când se consideră sistemul dinamic Frobenius (*o> zf pe CP -, atunci când maparea este iterată, punctele spațiului CP se comportă diferit, în funcție de care simplex din diagramă îi aparțin: punctele limită ale traiectoriei se află pe un tor a cărui dimensiune este egală cu dimensiunea corespondentei simplex Luați în considerare, de exemplu, CP ca un plan complex extins La iterații ale punctelor de mapare z->z situate în interiorul cercului unitar, str Geometrie algebrică G grăbiți-vă spre centrul său, punctele aflate în afara cercului unitar tind spre infinit, iar cercul unitar trece în sine; aceasta corespunde diviziunii S =CPl^{e e} (John Gookenheimer) În cazul general (pentru un n arbitrar), categoria care descrie tipul de homotopie al spațiului CP are endomorfisme naturale Fq care duc fiecare obiect la același obiect și fiecare endomorfism f al oricărui obiect la f (Rețineți că endomorfismul Fq este determinat în mod unic de aceste cerințe ) Realizarea geometrică a acestui endomorfism Fg induce un endomorfism al spațiului CP , care este echivalent homotopic cu &"g Din exemplele analizate se poate observa că există categorii simple care definesc tipul de homotopie a varietatilor C -O, C - , ; CP , CP , , CP , Aceste categorii sunt construite din acoperiri ale colectorului de către subseturile deschise Zariski cu utilizarea capacelor universale ale acestor seturi Categoriile indicate nu pot fi construite pur algebric luând în considerare acoperirile étale ale soiului V, deoarece acoperirile algebrice sunt în mod necesar finite Dar totuși, categoriile corespunzătoare învelișurilor étale "aproximează permanent" categoriile considerate mai sus Să revenim, de exemplu, la cazul V=S =CP' În loc de acoperiri universale, luați în considerare acoperiri finite: S -p->S , S -q - + S , S gradul n eu - P Categoria С ( e), D Sullivan capitolul iar nervul său este o suprastructură peste spațiul lentilei cu dimensiuni infinite K (Z/n, ) Luați în considerare sistemul proiectiv de categorii (ordinea corespunde divizibilității) Nervii acestor categorii formează un sistem proiectiv de tipuri de homotopie cu grupuri de homotopie finite {suprastructură peste K(Z/n, )}" Deoarece învelișurile étale luate în considerare sunt homotopie cofinale în sistemul proiectiv al tuturor învelișurilor étale CP , sistemul proiectiv construit reprezintă tipul de homotopie étale al sferei S Este posibil să se formeze o homotopie-limită teoretică') X - lim (suspensie peste K(Z/n, )} P Folosind metodele din Ch , este ușor să verificați asta {suspensie peste K(Z/n, )} = P lim (Z/n) = Z dacă i - , \u d P Oh, dacă /=/= Deoarece spațiul X este pur și simplu conectat, este o completare a sferei S , care poate fi astfel construită din acoperirile étale ale CP ') Este necesar, ca și în capitolul , să se utilizeze prezența topologiei compacte în functorii [ , K (Z/n, )] Geometrie algebrică În mod similar, se pot construi completări profinite ale soiurilor considerate mai sus folosind nervii categoriilor corespunzătoare copertelor étale ale acestor soiuri Pentru o varietate algebrică complexă mai generală V, Labkin ia în considerare toate acoperirile étale (direcționate local, finite) După aceea, ia în considerare nervii categoriilor celor mai mici cartiere corespunzătoare acestor învelișuri Astfel, el construiește un sistem proiectiv de tipuri de homotopie, cu ajutorul căruia se pot recupera completări profinite ale tipului de homotopie al soiului V Succesul acestei construcții din punct de vedere topologic este pe deplin explicat de exemplele de mai sus și de afirmația din Exemplul Din punct de vedere algebric, două fapte joacă un rol decisiv: (i) există suficient de multe mulțimi deschise Zarisski de tip K, (n, I) ); (ii) categoria acoperirilor topologice finite neramificate peste o varietate algebrică U este izomorfă cu categoria acoperirilor algebrice neramificate peste U Următoarea schiță (întorcându-se la Lefschetz) conține ideea unei dovezi a aserției (i), care a fost dovedită pentru prima dată de Artin într-un caz mai general Fie Kp să desemneze următoarea afirmație: Fie Vn o subvarietate algebrică nesingulară n-dimensională a spațiului proiectiv CP V, U C V" o mulțime deschisă Zariski și p un punct al mulțimii U Atunci există o submulțime deschisă Zariski f/' C V" de tip K(n, ) , care este ef/'sf/ Afirmația lui Ki este corectă Într-adevăr, varietatea unidimensională V este o suprafață Riemann și U este V fără un set finit de puncte; prin urmare U este un spațiu de tip K(n, ) ■) Aici și mai jos, când spunem "un spațiu de tip K(n, )", nu ne referim la nici un grup definit n, ci pur și simplu un spațiu cu o acoperire universală asferică - Notă, ed * J i capitolul Dacă în mănunchiul F -+ E -+ B fibra și baza sunt spații de tip K (n, ), atunci, după cum reiese din acuratețea secvenței de homotopie, spațiul E este și el de tip /C( n, ) Să presupunem, prin inducție, că afirmația Kn-i este adevărată Să demonstrăm că afirmația lui Kr este adevărată pentru toate varietățile n-dimensionale V Fie U ∈ V o mulțime deschisă de Zariski și pe U Să considerăm proiecția rațională "generală" a varietății CPV pe CP"" astfel încât (i) l(p) este valoarea regulată a mapării l] ѵ; (ii) suprafața Riemann nesingulară C = n (n(p)) intersectează varietatea V - U transversal la o mulțime finită de puncte xi ,xr Se consideră vecinătatea IF a punctului n(p) din CRP I de tip / categoria spaţiilor compacte Hausdorff împreună cu tipul de homotopie reprezentativ al lui X vom numi tipul de homotopie étale completă al unei varietăți algebrice X Teorema Fie V o varietate algebrică complexă de tip finit Apoi, homotopia completă de tip V definită de egalitate [ , V] = lim [ , nerv], un} = {cu ^^^ (vezi cap ) Pentru aceasta, invocăm lema din Cap , afirmând că limita proiectivă a functorilor compacti reprezentabili este întotdeauna un functor compact reprezentabil Deoarece finalizarea profinită a homotopiei de tip V a fost definită ca limita inversă a sistemului, ajungem la afirmația noastră Relațiile dintre omologie și homotopie rezultă din rezultatele cap Cometariu În cazul pur și simplu conectat, nu are importanță dacă proiectul Artin-Mazur sau sistemele nervoase Labkin sunt utilizate în construcția tipului complet de homotopie étale Într-adevăr, conform rezultatelor cap , orice mapare a unui spațiu simplu conectat V într-un sistem proiectiv de spații {XrI) care are proprietatea coomologică H*(V; A) ^ lim H*(Xi; A), unde A este finit, ne permite să construim o completare profinită a spațiului V: limX/ (Prezumția pur și simplu conectată ar putea fi renunțată dacă am putea demonstra coomologicul capitolul izomorfism pentru orice sistem de coeficienți locali finiți ) Pentru a evalua informațiile conținute într-o completare profinită, luați în considerare aritmetica pătratică şobolan X localizare profin reaprovizionare ѵ *> > X - "tip terminal X" localizare formal "raţional = Ho ■ -og?ol-Xd (Ho) ~ a? (X)o tip X" II adelic tip X Dacă, de exemplu, X este pur și simplu conectat, atunci următoarele afirmații sunt adevărate: (i) R (ii) mapările grupurilor de homotopie induse de mapările din "pătratul aritmetic" au forma L'H(r) Z->ZII Q-*Z(r) Q Dacă grupurile H (X\ Z/n) sunt finite pentru tot i și n, atunci topologia functorului de homotopie [ ,X] este definită de tipul de homotopie al lui X În acest caz, putem considera completarea lui X ca un tip de homotopie cu o proprietate suplimentară, topologia naturală pe functorul [ , X] (la fel cum este definită topologia din grupul Z) după structura grupului: lim (Z (r) Z/n)) Geometrie algebrică (iii) Problema recuperării unei homotopie clasice de tip X dintr-o homotopie etală completă de tip X este o problemă în teoria homotopiei raționale care constă în găsirea unei "încărcări adecvate" a unei homotopie raționale de tip X într-o homotopie adelică de tip Xi VV (y\ n LA \L/localizare la zero' Maparea i trebuie să fie echivalentă cu o completare formală (vezi cap ) Dacă da, atunci X este homotopie echivalent cu produsul fibros al hărților i și I din diagramă I localizare / completare formală l - natural echivalenţă adelic tipX Rețineți că nu am caracterizat înglobările i, ci am cerut doar ca acesta să fie specificat În exemplele luate în considerare, acest lucru va fi suficient Exemple ° (complex Grassmannian) X - = lim Gn, k (C) = Gn (C), care clasifică spațiul grupul unitar Ві/П (i) Vârful profinit al "pătratului aritmetic" este "limita inductivă" a tipurilor complete de homotopie etale ale varietăților Grassmann complexe (îngroșate) Gn k (C) = GL (n + k, C) IGL (n, C) X GL (k, C)') ') Considerăm o astfel de realizare a tipului de homotopie a unei varietăți Grassmann complexe, deoarece o realizare similară este mai convenabilă în cazul real 'Capitolul Mai exact, homotopia de tip X este reprezentată de un telescop infinit de mapări G","(C)->G","+ (C)-> Functorul [ , X] este definit pe complexe finite ca limită inductivă Km [ > G",a(C)] " k Deoarece aproape toate mapările din aceasta sunt inductive? sistem sunt izomorfisme, atunci topologia compactă se păstrează la limită Pentru complexe arbitrare, functorul [ , X] este definit ca limită proiectivă lim [subcomplexe finite, X] (ii) Vârful rațional al "pătratului aritmetic" P rata" este produsul spațiilor C K (Q, i) Eileen-i= berg-McLane Clasele raționale Zhen definesc "localizarea la zero" PK (Q, i) i- Această hartă induce un izomorfism al algebrelor de coomologie rațională și, conform teoremei , este o localizare (iii) Pentru un tip de homotopie adelică a unui spațiu X, echivalențe X ~ ( completare formală ~ A ~ [Bun localizare la zero}~ = {localizare (jBf n)~ la zero) = I K (Q (r) Z, i) I = (ultimul produs este, evident, o completare formală a produsului Π K (Q > r)) Geometrie algebrică Structura modulelor Z pe grupurile de homotopie ale spațiului XA, determinată de topologizarea parțială a functorului [ ChlI, coincide cu structura naturală Z pe grupurile de homotopie ale spațiului PK(Q(r)Z, i) (iv) Deci, avem un pătrat cu fibre wiya > ȚT % G full etal r r I tip [rațional-I nal- eu eu scriu P \u d P K (Q /) - II K (Q (r) Z, i) \u d i \u d i \u d i tip adele ° (grassmannian real) Luați în considerare grupul ortogonal complex O (n, C) S GL (n, C) - = {A^GL (n, C) |(Ax, Ax) = (x, x)}, unde x \u d (xp x , xn) e C", (x, x) \u d x r Există o diagramă O(n, C)->GL(n, C) sau O(n) -► GL(n, R), unde / este o înglobare în categoria grupelor algebrice complexe, i este o înglobare în categoria grupurilor algebrice reale, iar c, r sunt înglobări ale mulțimii de puncte reale în mulțimea de puncte complexe Deoarece hărțile c și i sunt echivalențe de homotopie, studiul înglobării GL (p, R) GL (p, S) Capitolul S este echivalent, din punctul de vedere al teoriei homotopiei, cu studierea înglobării O(n, C)-+GL(n, C) Faptul că maparea i este o echivalență de homotopie rezultă din reprezentabilitatea unică a unei matrice reale ca produs al unei matrice ortogonale și al unei matrice triunghiulare cu numere pozitive pe diagonală Faptul că c este o echivalență de homotopie rezultă din teorema lui Chevalley ) care afirmă că orice grup compact Lie (în cazul nostru O(n)) are o formă algebrică complexă (în cazul nostru O(n, C)) homeomorfă directă produs al grupului compact original şi al spaţiului euclidian ) Adăugând condiția det l = , obținem un grup ortogonal complex special SO(n, C), care este componenta de identitate în grupul O(n, C) Luați în considerare "forma algebrică" a varietății reale Grassmann de planuri orientate (din nou îngroșată) Gn, k(R) = SO(n + k, C)/SO(n, C) X SO(k, C) Aceasta este o homotopie complexă de varietate algebrică echivalentă cu acoperirea cu două foi de orientare a soiului Grassmann real GL (n + k, R)fGL (n, R) X GL (k, R) ) Fie X = lim Gnf k(R) = BSOn - clasificare-A-> spațiul total al grupului ortogonal special ') Vezi K Chevalley, Theory of Lie groups, vol I, IL, Moscova, , cap VI ) Prin urmare, se poate aplica teoria homotopiei étale oricărui grup compact Lie Ii datorez această observație lui Raoul Bott ) Există o inexactitate aici: această acoperire este orientată numai atunci când colectorul acoperit este neorientabil, adică în aproximativ jumătate din cazuri; pe de altă parte, această acoperire poate fi aproape întotdeauna tratată ca universală - Aprox ed Geometrie algebrică Folosind clasa Euler și clasele Pontryagin, putem calcula, ca și înainte, pătratul aritmetic BSOn -> Ts Khr - complet etal tipul p !Pny°j = n K (Q, ) -> n K (Q (r) Z, /) = "adele- "tip nyi", Unde S = ( , , , , n - , n) pentru n par Și S = ( , , , , n - ) pentru n impar § SIMETRIILE GALOIS LA GRASSMANIENI COC ȘI BSOn Continuăm să prezentăm cea mai interesantă parte a aspectului algebric al tipurilor de homotopie etale Varietățile pe care le avem în vedere, Grassmannienii Gn,ft(C) și G^kr), sunt definite pe câmpul numerelor raționale, întrucât coeficienții ecuațiilor care deosebesc varietățile GL(n, C) și O(n, C) (și, de asemenea, coeficienții ecuațiilor care definesc structura grupului în ele), sunt raționale și chiar întregi Prin urmare, orice automorfism al câmpului numerelor complexe lasă acești coeficienți neschimbați și definește un *) automorfism algebric al acestor varietăți Grassmann Fiecare astfel de automorfism algebric definește un automorfism al sistemului de învelișuri algebrice, un automorfism al sistemului de nervi corespunzători și, prin urmare, un automorfism de tipul complet de homotopie étale* ) ■) Nu neapărat continuu - Aprox ed ) Mai precis, autohomeomorfismul functorului de homotopie TO] capitolul Să descriem informal această acțiune Varietatea noastră V este construită dintr-un număr finit de afine multiple AI, С"= Л=((Хі, "*")l ,х") = , Varietățile A, sunt lipite între ele prin izomorfisme algebrice între complemente la anumite subvarietăți algebrice Afirmația că varietatea V este definită peste zborul numerelor raționale înseamnă că coeficienții ecuațiilor fji = și coeficienții polinoamelor care definesc izomorfismele de lipire sunt numere raționale Fie a: un automorfism al câmpului C Este un indu citează un automorfism algebric al spațiului C"| Deoarece fiecare automorfism al câmpului C lasă numerele raționale în loc ), atunci o păstrează mulțimile de soluții ale ecuațiilor ///(Zj, , zn) = , care determină schemele afine Aj, și este compatibilă cu lipirea lor în varietatea V Prin urmare, automorfismul algebric V-^V Să descriem acum acţiunea automorfismului a asupra sistemului "nervilor acoperirilor etale" Fie V, la €= a* {nervul C (o*^) -* nervul C ( V tehnica "mai mici vecinătăți" joacă un rol decisiv Obiectele categoriei C ((U) au fost de fapt "cele mai mici cartiere" (vezi exemplul din paragraful anterior) construite dintr-o acoperire local finită direcționată local C(t/)') ') Din motive de concizie, considerăm că trebuie luate în considerare acoperirile convenționale Geometrie algebrică Deși acest functor nu este canonic, maparea nervoasă indusă este definită în mod unic până la homotopie, ca în teoria Cech Labkin și-a dat seama cum, complicând oarecum calculele, este posibil să se obțină canonicitatea deja la nivelul nervilor Folosim metoda lui de mai jos pentru a demonstra "conjectura despre soiurile reale" Exemplu V = (C - ) Pentru a descrie tipul de homotopie étale în acest caz, este suficient să luăm în considerare acoperirile {C/J, -constând dintr-un element l: Un "^noe n^-rytn e> (C - ) Categoria corespunzătoare C ({C n}) este categoria unui singur obiect Z/n în care automorfismele obiectului unic formează un grup ciclic de ordinul n Rețineți acum că acoperirea n: t/n -> (C - ) este echivalentă cu acoperirea (C - ) -> (C - ), unde Fn se ridică la a n-a putere și că un (C-O)-^(C-O) °*l| II S? (C-O)-^(C-O) (C-O)-L-(C-O) Automorfismele învelișului l corespund înmulțirii cu n-a rădăcini ale unității: fe(z) = ț,z, £n= Deoarece maparea pjț este definită de diagramă (C - ) - " (C - ) ■ (C- )-^*(C- ) sau prin formula ( a( R) (Soiul Gn, a(R) este definit aici ca O(n + k, C)/O(n, C)X (x, C) ] Prezența unei astfel de acțiuni este complet neașteptată La urma urmei, toate automorfismele câmpului Q (cu excepția conjugărilor complexe) devin foarte discontinue la trecerea la un câmp complex De aceea, nu este deloc clar a priori de ce aceste automorfisme ar trebui să acționeze asupra grupurilor de coomologie mod/r ale varietăților Q algebrice* ) Să mai facem câteva observații despre acțiunea grupului Galois (i) Multe soiuri nu pot fi definite peste Q, dar sunt definite pe un câmp numeric, o extensie finită a câmpului Q Pentru o varietate V definită peste un câmp K, pe tipul homotopie étale (completare profinită) a soiul V J) Acest lucru este necunoscut pentru Grassmannieni Pentru unele rezultate particulare, vezi § ) Îi sunt recunoscător lui G Washsnitzer, care mi-a explicat cu mult timp în urmă acest fenomen Geometrie algebrică subgrupul de indice finit al grupului Galois al câmpului Q acționează, Gal (C/K) s Gal (Q/Q) (ii) Acțiunile acestor grupuri Galois profinite sunt continue în raport cu topologia naturală în mulțimile de homotopie [ , V] De exemplu, dacă V este o varietate Q, atunci fiecare acoperire étale finită este definită pe o extensie finită a câmpului Q; acţionează prin factorul său finit Gal (L/Q), iar limita inversă a acestor acţiuni dă homeomorfisme ale mulţimii de homotopie profinite [ , V] (iii) O consecință a acestui fenomen de "finitură la fiecare nivel" este existența unei familii confinale de învelișuri étale, fiecare luată separat este invariabilă sub grupul Galois Obținem astfel un model remarcabil al acțiunii grupului Galois pe o completare profinită, un sistem infinit de complexe finite cu grupuri finite de simetrie și toate aceste simetrii sunt compatibile Acțiunea grupului Galois în coomologie Grupul Galois Gal(Q/Q) acţionează asupra grupului y, rădăcinile identităţii conţinute în Q După cum se ştie, ridicând grupurile Î Capitolul ' - automorfismele grupului p este izomorf la grupul Z* de elemente inversabile ale inelului Z ) Acţiunea grupului Z* asupra p este dată de formula aeZ*) (Prin înțelegem unde k este orice număr întreg congruent modulo n cu a e Z*) Prin urmare, homomorfismul canonic este definit Gal(Q/Q)-> A Grupul Galois al câmpului generat de rădăcinile unității "І-k £=Z* Din teoria câmpului de clasă pentru Q rezultă că maparea A este un epimorfism și nucleul său coincide cu comutatorul grupului Gal(Q/Q), adică A nu este altceva decât o abelianizare Această abelianizare apare în mod natural și atunci când se ia în considerare homotopia de tip étale CP Propunerea Acțiunea indusă a grupului Gal(Q/ ->Cp', un = c* c* == (C - ) s CP' Grupul de monodromie al acestei acoperiri este generat de maparea unde £m= Fie a oarecare automorfism al câmpului Q După cum am văzut recent când luăm în considerare exemplul *) Acest fapt poate fi ușor verificat folosind izomorfismele рі lim Z/n, Z* Ijm (Z/n)* n n Geometrie algebrică (vezi p ), actiunea elementului a asupra categoriei C ({un\) corespunde actiunii sale asupra radacinilor unitatii Aplicam aceasta observatie la sistemul de acoperiri étale ale liniei proiective CP : (D* ^complement la puț Complement la ț (D gradul n (r) complement la p r și sistemul de categorii corespunzător țCJ: C"= [e CP\ din naturaleţea acţiunii grupului Galois *) De fapt, situația este atât de favorabilă doar în cazul simplu conexat, localizat în afara lui (pentru a defini "TN-ul topologic" în , trebuie să reparăm altceva) "Geometrie algebrică Propunerea Grupul Gal(Q/Q) acţionează asupra algebrei H*{{VipU', } = [cx, c , cn] după formula a (ct) - alCt (a e Z*) Dovada Pentru n = aceasta rezultă din Propoziţia , deoarece BUi = СР" = lim СР' P În cazul general, este suficient să remarcăm că sub maparea naturală SR" X X SR" -> VIP de n ori clasele Chen trec în funcții simetrice elementare ale generatoarelor bidimensionale ale algebrelor coomologice ale factorilor*)• Propunerea Acțiunea grupului Gal (Q/Q) în H*((BSOnY'; Z) este determinată de următoarele condiții (i) în H*(BSOn; Z/ ) acțiunea este trivială, (ii) dacă un element g al grupului Gal(Q/Q) trece sub abelianizare la un gZ*, atunci g (P i) = а іРі (Дѵпі = z), g(%) ->anX (dim% = n), unde pi sunt clasele Pontryagin și % este clasa Euler; reamintim că (elementele modulului de ordinul ) D*((B O n+ )'; Z)^Z[P , , pn], H*((BSO nT; Z) - Z [р" , рп, %]/(х = Рп) ') Acest fapt, precum și informațiile despre coomologia spațiilor BSO și homomorfismele care leagă coomologia spațiilor BSO, BU și spațiile proiective, care vor fi folosite mai jos, sunt cuprinse în articolul lui A Borel "Coomologia principalului spații de fibre și spații omogene ale grupurilor compacte Lie", Sat "Spatii fibrate", IL, M , Desigur, Borel considera coomologia integrala; trecerea la omologiile Z-ko se face folosind formula coeficienților universali - Aprox ed Capitolul Dovada Rețineți că algebra H* (Pn\ Z/ ) = (Z/ ) [x]/(x" + = ) nu există automorfisme non-triviale și luați în considerare diagrama BSOn ! RP"X ■ X RP" -" VOL P compus din morfisme "algebrice" Deoarece maparea orizontală induce o încorporare a coomologiei Z/ , iar maparea verticală induce un epimorfism, se demonstrează afirmația (i) Pentru a demonstra afirmația (ii), luați în considerare diagramele CU BSO^a+l complexificare * ^^ n+ > BSO X ■ ■ ■ X BSO -■> BSOîn, complexificare^ fitZ n- ѣ Modulo elementele de ordinul , maparea c- induce un epimorfism în coomologie, iar c+ un epimorfism asupra subalgebrei generate de elementele pn , pA x₽ într-un câmp cu caracteristica p Fie &~p unul dintre aceste elemente În cazul Grassmannianului, elementul ^~p acţionează asupra părţii ^-adice a coomologiei (q φ p) prin formula Geometrie algebrică Celebra conjectura Riemann în caracteristica p, conjectura Weil rămasă nedovedită ) afirmă că pentru o clasă largă de varietăţi elementul &~p acţionează asupra coomologiilor "în mod similar" Să luăm în considerare valorile proprii (în închiderea algebrică a câmpului(r), care conține Z) ale operatorului gr în partea ) Acum a fost dovedit de Deligne (R Deligne) - Prim, înainte ) Și anume, pentru soiurile cu modp de reducere bună miliard de lire sterline capitolul § ACȚIUNEA GRUPULUI GALOIS ÎN OPERAȚIUNILE K-THORY, ADAMS ŞI IPOTEZA "LINEARĂ" LUI ADAMS Deoarece grupul Gal(Q/Q) acționează asupra (BU^ și (BOP)", acționează și asupra tipurilor de homotopie ВіГ= іт(ВипУ, IN "= lim (VOP)" Aceste tipuri de homotopie clasifică completările profinite teoretice de grup ale teoriilor /(-) reduse, KO (X) "BE "], KO (X)" ~ [X, IN"], pentru orice complex finit X Dacă complexul X este infinit, atunci setăm KU (XY = lim KU (XaY = ]X, BO'']') final subcomplexele Xa ale complexului X Prin urmare, pentru orice spațiu X, grupul Gal( KO(X) ■) Ultima egalitate este o consecinţă a faptului că grupurile de homotopie ale spaţiului BU'' sunt finite - Aprox ed ) Definiția operațiilor Adams și studiul lor inițial este disponibilă în articolul lui J Adams "Vector fields on spheres", Sat Matematică, : ( ), - - Aprox ed Geometrie algebrică Z (/z și Z) Operațiile Adams (atât în cazul real, cât și în cazul complex) au următoarele proprietăți: (i) dacă m) este un fascicul de linii geometrice, atunci f* Cn)= A* = I (r) (r) I (k factori); (ii) -φ* definește un endomorfism al inelului /C(X); (ІІІ) φ* sau φ* = φ** Operațiile φ* sunt definite folosind polinoame Newton în puterile exterioare ale mănunchiurilor vectoriale De exemplu, f'V = A V = V, fV = V (r) V - A?V, Operațiile Adams definesc în mod natural operațiile în teoria profinită /C: pentru complexe finite şi Este (fy)'' Vin/ NtA (HaG a a pentru complexe infinite Aș dori să împart aceste operații Adams profinite în "parte izomorfă" și "parte nilpotentă" Algebra K(X)~ și operațiile lui Adams se descompun în mod natural în produs P (c>*)p Pad; >PL(X);, p p unde operația (φ*)p este un izomorfism dacă și numai dacă p nu împarte k Dacă p împarte k, atunci redefinim operația (φν)p, făcând-o maparea identității Vom primi operația A(XG^A(XG, capitolul care este, prin definiție, "partea izomorfă* a operației Adams Observăm că (înainte de redefinire) operațiile (φ*)p cu p împărțind k erau nilpotente topologic, adică gradele operației (φ*)p în grupul redus /((X)'' tind spre zero Scopul nostru principal acum este să dezvăluim "caracterul omniprezent" al părții izomorfe a operațiunilor Adams Amintiți-vă, de exemplu, că homomorfismul abelianizant G=Gal(Q/Q)-> ' ia naștere sub acțiunea grupului G asupra rădăcinilor unității Teorema Acțiunea naturală a grupului Gal(C/Q) în teoria K profinită K(XY' se reduce (după abelianizare) la acțiunea grupului Z* Aici partea izomorfă a operației Adams φ*, K(XT^K(XT, coincide cu automorfismul indus de element ^= (£)lI(l)e=IIz; =Z' (fe, p)=i p/A p Prin urmare, acțiunea părților izomorfe ale operațiilor Adams asupra "varietăților algebrice" reprezentând functorul K BU = lim Gn Jt (C), BO = lim "Gra,ft(R)" n k nk ia naștere din acțiunea naturală a grupului Gal (Q/Q) asupra unor tipuri de homotopie profinite ale varietăților algebrice rațional definite Demonstrarea teoremei va fi dată mai jos Cometariu A fost necesar să ne limităm la luarea în considerare a părților izomorfe ale operațiilor Adams pentru a realiza această expansiune "algebrică" Geometrie algebrică extinderea operațiilor lui Adams la Grassmannieni și alte varietăți algebrice De exemplu, există Propunerea Este imposibil să se definească operația φ pe completarea -adică G ,n (C)Γ cu n mare în așa fel încât să fie în concordanță cu acțiunea nilpotentă a operației φ pe (BU)V Dovada acestei propuneri va fi de asemenea dată mai jos Această dovadă ne va da o idee de a construi noi mapări interesante ale unui spațiu proiectiv cuaternionic în sine Acum ne amintim că fiecare element al lui y(X)" definește un tip de homotopie stabilă a unui fascicul sferic peste X De exemplu, în cazul real, compoziția IN'' - °display% BG" ~ BG, unde G înseamnă //-spațiul mapărilor unei sfere în sine de grad ± Teorema (conjectura lui Adams) Pentru orice spațiu X, tipul de omotopie stabilă pe fibre a unui element din grupul K\XY (X denotă un K-functor real sau complex) este invariant sub acțiunea grupului Galois Gal(Q/Q) (abelianizarea sa Z* ) și, prin urmare, sub partea izomorfă a operațiilor Adams Dovada În cap , am definit o filtrare a spațiilor BU", BSO" folosind secvențele ((BUny\, {(BSOra)~}> și această filtrare este evident invariantă sub grupul Galois Prin urmare, fiecare element al grupului Galois definește o echivalență de homotopie filtrată a spațiilor BU", BSO " Conform lemei de inerție (Capitolul ), aplicată teoriei fasciculelor sferice completate, diagramele BU BSO"~+BSO Și Vx Ba> Capitolul sunt comutative homotopic Aici aeGal(^/Q) și spațiul BZ clasifică "teoria stabilă" a fasciculelor sferice profinite (vezi cap } Dar, conform teoremei , B K (Z*, ) X BSG De aici diagramele Vi~-^->V G BSO^-^BSO^ BSG BSG sunt comutative În cazul complex, dovada este completă Pentru a completa demonstrația în cazul real, rămâne de observat că maparea canonică BCT-+BG se descompune într-un produs (bsct -> bsg) x (R-P RP°°) şi că restricţia mapării a: BO^->BO'' la RP" este maparea identităţii Propoziţia este dovedită Remarci Dacă aplicăm acest rezultat unui complex finit X, ținând cont că [X, BG] II [X, (BG)f ] este un produs al /-grupurilor finite, atunci obținem că imaginea elementelor grupului K (Xț de forma - x în grupul [X, BG] este conținut în produsul componentelor p ale ultimului grup față de divizorii primi p ai numărului k Ajungem astfel la originalul formularea conjecturii lui Adams: pentru fiecare xe/C(X) imaginea elementului kN(x kx~ x) e e X (X) cu N suficient de mare din grupul J (X) = Im(Ă(X)- >-[X, fîGj) este egal cu zero Geometrie algebrică Dovada lemei de inerție pentru cazul mănunchiurilor vectoriale ar putea fi simplificată Într-adevăr, pachete stabile natural ÎN afişa > BG sunt "exact interne" la filtrarea {VOP} Și anume pachetul {stratul} -> BOp-i -*• BOp este omotopia pe fibre echivalentă cu fasciculul sferic canonic peste Bop' spațiul total al unui mănunchi de sfere Prin urmare, atunci când se demonstrează lema privind inerția în acest caz, nu este necesar să se facă aproximări cu privire la schelete Mai mult, această demonstrație simplificată duce la un rezultat care este vizibil mai puternic decât "conjectura clasică a lui Adams" Și anume, obținem comutativitatea diagramelor instabile (aeGal(Q/Q)) În secțiunea următoare vom studia acțiunea automorfismelor a asociate cu anumite numere prime Procedând astfel, obținem automorfisme Frobenius care acționează în diferite componente p-adice ale teoriei profinite a fasciculelor vectoriale n-dimensionale [ , (VOD'"] În capitolul , vom conecta acțiunea grupului Galois în teoria fasciculelor vectoriale profinite n-dimensionale cu acțiunea grupului Galois în teoria liniară pe bucăți analogă, teoria topologică și teoria sferică orientată Pentru a explora aceste conexiuni, care sunt analoge cu fenomenul Adams, noi Capitolul și a făcut o homotopie atât de temeinică sub? gătit în primele capitole - Cu toate acestea, această pregătire s-a dovedit a fi necesară pentru o formulare atât de naturală a afirmației lui Adams ca teorema Trebuie menționat aici că demonstrația conjecturii lui Adams pentru numerele prime impare a fost obținută cu mult timp în urmă (august )') Această dovadă a folosit doar existența unor obiecte "asemănătoare spațiului" care pot fi definite pur algebric și care au aceeași coomologie mod n ca și varietățile Grassmanniene, plus o tehnică de comotopie stângace pentru a trata aceste obiecte Folosirea teoriei homotopiei étale a fost determinată de Quillen, despre care se zvonește că are o schemă pentru a demonstra conjectura lui Adams "folosind geometria algebrică"* ) "Conjectura -adice a lui Adams" a fost dovedită mult mai târziu (ianuarie ), când a fost depășită bariera care împiedica luarea în considerare a soiurilor neproiective ) Abia după aceasta a devenit posibil utilizarea echivalenței homotopiei G" k (R) ~ Op + k (C) / Op (C) X Ok (C) În ultima secțiune a acestui capitol, descriem teoria care a apărut ca urmare a încercărilor de a studia direct varietățile algebrice reale Această teorie a fost unul dintre cele două motive pentru optimismul meu cu privire la ipoteza -adic a lui Adams; un alt motiv l-au constituit considerentele care vor fi prezentate în cele ce urmează ') Această dovadă a fost spusă (ianuarie ) la conferința de iarnă a Societății Americane de Matematică din Berkeley ) Quillen și-a completat dovada; vezi raportul său la congresul de la Nisa, precum şi publicaţia preliminară: Quillen DG, Some remarks on etale iromotopy leiomy and a conjecture of Adams, Topology, , nr ( ), - -Notă ed ) În discuții aprinse cu M Atiyah, A Borel, P Act și D Quillen "geometrie" algebrică în secțiunea următoare, precum și structura de coomologie simplă a comutatorului grupului Gal(Q/Q) Observație (operații superioare în /(-teorie) Așa cum se face în teoria coomologiei obișnuite, se pot construi operații secundare în /(-teorie Ele măsoară gradul de nedreptate "la nivel de cocicluri" a relațiilor dintre operații obișnuite (primare) care au loc "la nivelul claselor de coomologie" De exemplu, se poate construi o operație secundară în /(-teorie, pornind de la relația f despre fZ fZ despre f (D Anderson) Considerăm ca cocicluri mapările în spațiu MARE, care se realizează ca limită lim (etale tip Grtift(C)); n, k la această limită grupul Gal( GL(n, C) trecute prin GL(n, Aq) generează topologic un /(-functor ) D, Sullivan capitolul Demonstrarea teoremei Fie B pentru BSO sau BU, Revendicare: două mapări B^B sunt homotopice dacă și numai dacă induc aceleași endomorfisme inelare Ω'(B; Z)(r)Q Presupuneți că această afirmație este adevărată și demonstrați teorema După cum sa demonstrat în acest capitol (Propozițiile și ), acțiunea grupului G = Gal(Q/Q) în coomologia B este trecută printr-o abelianizare În cazul complex, totul decurge de aici Într-adevăr, grupul Z* acţionează în teoria K complexă, iar elementul u* ∈ Z' induce acelaşi endomorfism al inelului de coomologie al spaţiului BU~ ca izomorfismul operaţiei Adams φ* (vezi observaţia de mai jos) Prin urmare, acțiunea elementului u* coincide cu partea izomorfă a operației φ* (din nou, vezi observația de mai jos) Trecând la cazul real, ne amintim că există o scindare naturală ÎN BSO X RP" care decurg din mapările algebrice RP°° ~ BO ( , C) -> lim BO (n, C) â BO, BSO lim BSO (p, S) -> lim BO (p, S) ~ BO p p și operații de însumare algebrică Whitney în BO lim (BOp X BOp~* BOint) Prin urmare, echivalențele de homotopie ale spațiului BO'', definite de elementele grupului Galois, se descompun în mod natural în produse Operațiile φ* se descompun și ele în produse Eometria algebrică Acest lucru va deveni clar dacă ne amintim că operația f* (i) duce pachete de linii la pachete de linii; (ii) preia pachetele orientabile în fascicule orientabile; (iii) este aditiv Deoarece spațiul RP°° nu are echivalențe homotopice non-triviale, rămâne să studiem maparea BSO"-+BSO" Afirmația făcută la începutul demonstrației teoremei, împreună cu calculele anterioare, arată că grupul Z* acționează în teoria K reală (φ* corespunde p A), iar elementele de ordinul acționează în mod trivial Cometariu Pentru a calcula acțiunea operațiilor φ* în coomologie, trebuie să folosim proprietățile lor: (a) dacă m) este un fascicul de linii, atunci φ*(m)) = m] ; (b) φ* este o operație aditivă; (c) φ* comută odată cu complexificarea În caz contrar, acțiunea operației φ* în coomologie se calculează în același mod ca și acțiunea grupului Galois (vezi Propozițiile și ) Rămâne de verificat temeinicia afirmației formulate la începutul dovezii Dacă am localiza spațiile BU" și BSO" în afara celor două, atunci afirmațiile ar fi ușor dovedite folosind teoria obstacolelor Pentru a trata cazul general, va trebui să aplicăm o metodă diferită Considerăm în detaliu doar cazul B - BSO Din Anderson și Atiyah') rezultă că (i) grupul (în ceea ce privește însumarea Whitney) [B, B] este limita proiectivă a grupurilor finit generate [Bo, B], unde Ba trece prin mulțimea subcomplexelor finite din B și (ii) există un "coomologic ') Vezi Anderson, D M , T el real ft-theory of classifying spa-ces, Proc Nat Acad sci SUA, , nr ( ), - ed * capitolul atașamentul" [V, V] ПЯ ,(В;С) i=i ■ Trebuie să demonstrăm că atunci când spațiul B este înlocuit cu completarea B, afirmația (ii) rămâne adevărată Notăm cu Ta torsiunea grupului [Bo, B] (acesta este un grup finit) Urmare o -> ta -> [Вв, В] П Hil (Ba-, Q) i=l exacte Deoarece (după cum rezultă din (ii)) limita proiectivă a mapărilor (ph)o este monomorfă, atunci UtGn = A Acum înmulțim tensoric șirul exact luat în considerare cu Z și trecem la limita proiectivă Vom obține: (a) lim (Ta (r) Z) = lim Ta = -, (b) lim([Bo, B](r) )^Hm[Bo, B]s ~ lim [Ba> B] [B, BJ; A (c) dacă Ba este scheletul a al spațiului B, atunci ZtPYa '(Bn; Q)(r) ^ *- = lim P R ' (Ba) (r) Q (r) Z £* P Hі (B; Z) (r) Q ■ "- = I= A În consecință, "caracterul complet Pontryagin" este monomorf, adică secvența o-> [B, c] ^ - D n / (B; ) (r) Q Geometrie algebrică exacte Validitatea aserției și, prin urmare, a teoremei, a fost demonstrată Dovada Propoziției Să luăm în considerare în primul rând acțiunea operațiilor lui Adams asupra cuaternionilor unidimensionali și a fasciculelor complexe bidimensionale Să presupunem că "operația este definită în Să alegem un reprezentant al elementului BU[) Prin urmare, operația este definită în fibra BSU a fasciculului BU ->BUt, care nu este altceva decât un spațiu proiectiv cuaternion infinit Pentru p = , aceasta duce la o contradicție, deoarece nu există nici măcar o mapare a planului proiectiv al cuaternionului în sine care să induce pe *) Adică functorul [(Bt/ )p] are o operație compatibilă cu operația φ₽ din teoria /C obișnuită [ ,BU] În același sens, cuvintele "operația fr este definită în (Br)u", "operația φ₽ este definită în BU " și t sunt înțelese mai jos P capitolul linie proiectivă cuaternională QP ss S S * hărţi de gradul ') Prin urmare, acțiunea operației φ * nu poate fi definită pe un schelet cu dimensiuni finite suficient de mare al spațiului (B[/ )^ Întrucât aceasta din urmă este limita inductivă a varietăților algebrice G , "(C), operația φ nu poate fi algebrică Propunerea a fost dovedită Propunerea Fie d^Z Pentru ca să existe un endomorfism al planului proiectiv QP care să inducă o mapare QP -♦ QP de gradul d, este necesar și suficient ca d să fie egal cu zero sau să fie un pătrat impar Dovada Necesitatea acestor condiții a fost dovedită de diverși autori (I Bershtein la !) Cu ajutorul unei implementări simple a mapării QP ->QP (M Arkowitz și K-Courzel) sau folosind argumente de transversalitate și formula semnăturii, se poate demonstra că gradul d al hărții QP ->■ QP indus de harta f satisface congruența d(d - )^ (mod ) ) ) Acest lucru rezultă și de la izomorfismul grupului nn+ (S") cn> la grupul Z/ Mai detaliat QP este conul mapării Hopf h: S -> și existența lui cartografierea gradul d pe QP este echivalent cu existența unei diagrame comutative de homotopie A S ► S hh gradul d ' X* ->- S Considerații multiplicativ-coomologice conduc în mod evident la egalitatea deg a = d Să aplicăm diagramei operația de suprastructură multiplă; h trece la o hartă reprezentând generatorul % al grupului ^+ (Sn) eâ Z/ , iar de vreme ce înmulțirea compoziției în grupurile stabile de homotopie ale sferei este biliniară, comutativitatea homotopică a diagramei dă egalitatea d - dssO (mod ) - Notă, ed Geometrie algebrică a spus, folosind teoria complexă /C, că gradul trebuie să fie un pătrat; R Stood și L Smith au dat o altă dovadă a acestui fapt folosind operațiile lui Steenrod; În cele din urmă, folosind teoria K reală, H Cook a demonstrat că gradul trebuie să fie egal cu zero sau să fie un pătrat impar ) Astfel, pentru a demonstra Propoziţia' pentru orice prim p > , este suficient să construim o mapare QP care induce o mapare QP' ->QP' de gradul p După cum sa explicat mai sus, este suficient să definiți pe (BU )~ Luați în considerare normalizatorul N al torusului în U După cum se știe, există o secvență exactă l-^XS -" JV-*Z/ -*I, mai mult, un element diferit de zero al grupului Z/ acţionează în S X * prin intermediul unei permutări a coordonatelor Luați în considerare diagrama spațială de clasificare rezultată BS X PS -> -> RP V w După cum se poate observa din secvența spectrală a fasciculului orizontal, H*(BN; Z/p) pentru p > coincide cu partea invariantă a coomologiei spațiului BS X BS Prin urmare / induce un izomorfism de coomologie mod p Deoarece niBAf=Z/ , după completarea p-adic, maparea / devine un izomorfism (vi ); & (vu; Grupul V are un endomorfism care acționează asupra torusului S X S c: λ ca ridicând k la orice putere Este clar că maparea corespunzătoare a spațiului BN în sine "este" o operație φ* Prin urmare, pentru orice k, operația φ este definită pe (BU )P În special, operația fr este definită pe acesta Propunerea a fost dovedită capitolul Dovada de mai sus arată că pentru P > n (B£ n)p^(B (normalizator de torus))e În special, există Corolarul Pentru p~> n operația φ₽ este definită pe spațiile BUn și BSUn Cometariu Pentru n > obținem mapări ale spațiilor de clasificare ale grupurilor Lie care nu sunt induse de niciun homomorfism al grupurilor Lie în sine (acest lucru este foarte ușor de verificat pentru grupul SUa S ) Exemplele date sunt răspunsul la întrebarea lui P Baum Ipoteză O operație nu poate fi definită în spațiul BUP Cometariu Combinând echivalența homotopiei (BUn)p = (B (normalizator torus))~ cu grupuri topologice sferice considerate în Cap , obținem "analogi p-adici ai grupului Un" exotici Și anume, P B (normalizator de torus) = C (BS* X unde B închiderea "izomorfismelor lui Adams" Z -> Prin Unde B = BO" = limG"dacă(R)", astfel încât graficul algebric Gal(C/O) + L (B) comutativ Simetriile Galois în Grassmannianul infinit sunt în concordanță cu simetriile Galois în "Grassmannianul finit" (adică în Grassmannianul cu k finit sau Capitolul cu k finit şi n) ) Prin urmare, homomorfismele algebric " acțiune , " , Gal ( /Q)-*l( n,d( ?) ) algebric \ acţiune l \l(Xia>NSG) După cum am văzut, acțiunea rezultată a grupului Galois asupra coomologiei este abelianizată Este firesc să ne punem întrebarea în ce măsură "reprezentarea homotopică" a grupului Gal(Q/Q) este abelianizată Se mai poate întreba (presupunând că această acțiune este abeliană) dacă există elemente naturale (cum ar fi operațiile lui Adams în infinitul Grassmannian) care generează această acțiune În ceea ce privește prima întrebare, aceasta diferă în esență de întrebările examinate la paragraful anterior Nu există nicio teorie ) care să permită demonstrarea homotopiei mapărilor la un astfel de spațiu ca un Grassmannian finit: f X (grassmannian finit)" g Tot ce putem face este să construim direct o homotopie Construcția noastră a unei homotopii între mapările fug constă din două părți Primul folosește proprietățile aritmetice ale ecuațiilor care definesc varietăți Grassmann Al doilea se bazează pe contractibilitatea spațiului (K(n, ))~ în cazul în care n nu este un p-grup Prin urmare, va fi convenabil pentru noi să împărțim studiul automorfismelor Grassmannianului finalizat în studiul automorfismelor componentelor sale p-adice *) Acest fapt este folosit în esență în demonstrarea conjecturii lui Adams d) Pe lângă teoria "tauto-dog" a fasciculelor Geometrie algebrică Am construit o mulțime infinită de grupuri de simetrie (unul pentru fiecare număr prim q = £ p) de Grassmannieni finiți qth Frobenius automorfism id - (p-adic X finit I Grassmannian/ unde U este subgrupul grupului Zp generat de numărul q ')• Acțiunea fiecăruia dintre aceste grupe este în concordanță cu acțiunea componentei p-adice Zp a grupului Z* asupra componentei p-adice a completării infinitului Grassmannian, Grupul Galois de rădăcini de unitate de putere pn, n = , , acţiunea algebrică A' (p-adic X infinit I Grassmanian/ Cu toate acestea, la un nivel finit, nu știm dacă diferitele acțiuni ale automorfismelor Frobenius comută și sunt compatibile, adică, de exemplu, dacă puterile unui număr prim, să spunem q, converg p-adic către un alt număr prim, să spunem I , apoi dacă m(al -lea automorfism Frobenius)" = = (primul automorfism Frobenius) în grupul proterminal n (grassmannian finit p-adic) Această întrebare despre consistența acțiunii diferitelor automorfisme Frobenius asupra Grassmannienilor finiți pare interesantă Grupul pe care îl generează poate fi a priori orice grup între ') Aceste simetrii sunt definite numai până la conjugarea în grupul n (grassmannian finit p-adic) - Notă, trad Capitolul un produs liber infinit al grupelor Zp și al unui grup Zp Pentru a răspunde la această întrebare, trebuie să găsim destul de multe acoperiri etale ale unui Grassmannian finit și să descriem acțiunea grupului Galois asupra nervilor acestor acoperiri Exemplele "intuitive"') considerate mai sus și acțiunile "nilpotente" arată că natura non-abeliană a grupului Gal(Q/Q) trebuie să se manifeste undeva Cel mai simplu grup Galois necomutativ G, a cărui acțiune se poate dovedi a fi esențială, este grupul Galois al câmpului obținut prin adăugarea la câmpul Q a tuturor rădăcinilor de gradul p ale p* ) Acest grup G este (pentru p > ) un produs semidirect > unde Gr este un câmp de p elemente Încheiem această discuție generală observând că (ni se pare) structura aritmetică a ecuațiilor care evidențiază grupul O(n, C) ne obligă să renunțăm pentru unii Grassmannieni finiți (impari) cazul când q = , ap este ciudat Acest fapt arată cât de importantă este aritmetica aici Ne întoarcem acum la teorema principală a acestei secțiuni Grupul Galois Gal(Q/Q) conține un set infinit de clase de subgrupuri conjugate și anume "grupuri de descompunere" G, "s" Gal (Q/Q) ) Grupul de descompunere Gq este construit din completarea p-adica Q* a câmpului Q Există un epimorfism natural al grupului G în grupul Galois de închidere algebrică *) Categorii legate de spațiile proiective ) Această presupunere vine de la J Tate ') Definiția grupului Gq și a epimorfismului Gq -> (vezi mai jos) va fi dată la începutul demonstrației teoremei Aceasta din urmă nu este o teoremă în sensul exact al cuvântului; formularea sa este o promisiune de a identifica toate obiectele incluse în "diagrama Frobenius" și de a demonstra proprietățile lor enumerabile - - Notă, ed Geometrie algebrică câmpul Ffl peste O, "!'",''",r"^ O III/,)a Rețineți că grupul Galois Gal are un generator canonic, automorfismul Frobenius Acest lucru ne permite să definim o mapare naturală (exponențială) ■ exp zp, Automorfismul Frobenius ^d Imaginea acestei cartografii va fi notata cu Uq Teorema Pentru fiecare ) număr prim q fr există o diagramă Frobenius comutativă naturală acțiune algebrică p-adic Grassmannian finit Gal(C/Q) clasa de conjugație a incluziunilor homomorfism de construit care asigură o abelianizare parţială a grupului Galois Imaginea generatorului canonic (automorfismul Frobenius) al grupului Z din grup l 'p-adic \ Grassmanian finit? definește operația canonică Frobenius (sau Adams) în teoria p-adică a fasciculelor vectoriale cu dimensiunea și codimensiunea dată fibrei ) ') În cazul real, G = Gal(Q/Q) Acest homomorfism este definit până la conjugare în grupul G și este o încorporare Pe de altă parte, grupul Gq mapează numerele întregi ale câmpului Qq la numere întregi, păstrând în același timp reziduurile lor mod Z: G n (grassmannian finit p-adic) Frobenius După cum reiese din diagrama (I), acțiunea grupului Z în coomologie este trecută prin hartă / l(X) ce ne trebuie capitolul Pentru a demonstra că n acţionează trivial, reamintim că acţiunea grupului Z • (şi • în consecinţă, xl) în Grassmannianul completat este limita proiectivă a acţiunilor simpliale asupra nervilor pur şi simplu conectaţi') Pe fiecare nerv Na, acțiunea grupului l trece prin grupul final de factori la Se notează cu Ea acoperirea universală a complexului D-(la, ) și se consideră noul sistem proiectiv În acest caz, există o separare naturală Na-+N'a-+K(na, ), baza a cărei fibră și spațiu total au grupuri de homotopie finite Luând în considerare limita proiectivă teoretică de homotopie a acestor mănunchiuri (cum s-a făcut în capitolul ), obținem fasciculul X -> X' -> K(n, ) Prin construcție, acțiunea grupului n asupra modp-ului de coomologie a fibrei este banală Mai departe, din diagramă ->n->Z b ll ~ J I П Zi]xzp Zp = (Z/pl)XZp *¥=₽ / pentru care rândul superior este exact, rezultă că modp de coomologie a grupului l în sine este trivial Prin urmare, din secvența spectrală coomologică corespunzătoare mănunchiului X-" X' -" K(n, ) rezultă că înglobarea X->X' induce un izomorfism coomologic mod p În plus, completarea p-adică a grupului fundamental al p-spațiului X' este trivială ') În cazul real, considerăm doar Grassmannianul planurilor orientate Geometrie algebrică Prin urmare, compoziția {p-adic partea e final? = X -> X' -► (X')~ Gpyassmyanyanya J p-prokoiechioe P pdCCMdtlrldnd J reaprovizionare este o echivalență de homotopie Aceasta înseamnă că afișajul ) este, de asemenea, o echivalență de homotopie Deoarece prin construcție grupul l acționează trivial asupra X', din echivalența homotopiei ) rezultă că l acţionează trivial şi asupra lui X Se demonstrează teorema, Cometariu Pe parcurs, am demonstrat că un fapt interesant de homotopie-teoretic este adevărat, care poate fi formulat aproximativ după cum urmează Fie o hartă f: X -> X să facă parte dintr-un "grup de transformare" n al spațiului X astfel încât (i) coomologia mod p a grupului n este trivială; (ii) grupul l acționează trivial asupra modp de coomologie a spațiului X Atunci f induce o mapare a completării p-adice a spațiului X, care este homotopic identității Anexa Când se studiază Grassmannianul real, cazul în care q = și p este impar este excepțional Ideea este că descrierea noastră a grupului ortogonal compact O (u, C) s GL (n, C) formă pătratică folosită x -x + • -x Dacă caracteristica q este egală cu două, atunci x - -x = (x - -xn) , și deci un subgrup al grupului GL(n, Fg) păstrând forma x ~ -x , potriviți subgrup, salvați Capitolul care defineşte funcţional liniar xi + + xn Dar la? subgrupul seamănă mai mult cu un grup GL(n - ) decât cu un grup ortogonal; de exemplu, are dimensiunea n - n în loc de (n - r )/ Astfel grupul O(n, C) nu are o reducere satisfăcătoare mod Putem schimba definiția grupului ortogonal complex pentru n = k Considerăm un subgrup al grupului GL(n, C) care păstrează "forma divizată" X X + ad+ ••• + ^fe-i* * Este ușor de verificat dacă acest subgrup este conjugat cu subgrupul O(ga, C) = GL(n, C) Este bine redus modulo și definește un subgrup de dimensiune (u - n)/ în GL(n, F?) Prin urmare, teorema se aplică chiar și Grassmanienilor G n, k (R) = SO ( n + k, C) / SO ( n, C) X SO ( k, C) iar pentru q - Prin urmare, este aplicabil pentru toți q la varietate B O " == lim G n, s (R) - &->oo Pentru a studia pentru q - varietatea BSO n+t se poate aplica următorul truc Pentru compoziția p impar BSO n+ -> BU n+l -+B -> (B ); este o completare p-profinită Aici B poate fi descris în două moduri: (i) B' = (BU n+lXS°°)/(Z/ ), unde Z/ acționează ca conjugarea complexă înmulțită cu harta antipodă; (ii) (B*)~ este limita tipurilor de homotopie etale ale "grassmanienilor reali" lim GL (n - k, R)/GL (n, R) X GL (k, R) fe->oo (a se vedea paragraful următor pentru detalii) - Geometrie algebrică Prin urmare, subgrupul grupului Zp generat de elementul acţionează în (B gl+i)^ (deoarece acţionează în (B /rn+Op)- În toate cazurile (p = , , , ) un element de ordinul al grupului Zp corespunde conjugării complexe și acționează trivial asupra componentei p-adice a tipului de homotopie a Grassmanianului real Anexa Să indicăm punctele principale ale demonstrației teoremei Fie V o varietate Q algebrică Dacă coomologia soiului V este generată de cicluri algebrice, atunci acțiunea grupului Gal(Q/Q) în coomologie (care există doar în dimensiuni pare) trece prin Abelianizarea Z* Dacă soiul V este bine redus mod p, atunci restricția acțiunii grupului Galois Gal(Q/Q) asupra Gq se reduce la acțiunea grupului Z Dacă, în plus, (liV)p = , atunci acțiunea grupului Gq se reduce, folosind construcția de homotopie descrisă în demonstrație, la acțiunea grupului Uq s Zp § f étale tip homotopy de o varietate reală IPOTEZA TOPOLOGICĂ Să presupunem că o varietate algebrică complexă Vc este definită pe câmpul numerelor reale R, adică că varietatea Vc este definită de un sistem de ecuații cu coeficienți reali Se notează cu | VR | mulţimea (eventual goală) de soluţii reale ale acestor ecuaţii Pe varietatea Vc este definită o involuție c-conjugare complexă-care acționează local după formula (x , xx , xn)-^(x , xx xn) Harta c este un homeomorfism algebric de varietate V, iar mulțimea punctelor sale fixe coincide cu | VR | capitolul Se ridică o întrebare firească dacă este posibil într-o oarecare măsură să descriem homotopia tipul varietatea I Vr I algebric Putem determina prin mijloace algebrice! tipul de homotopie etale a Vet (adică, completarea profinită a mulțimii de puncte complexe Vc) și involuția o pe Vet corespunzătoare conjugării complexe în Vc Astfel, perechea (Vet, o) este un model homotopie-teoretic definit algebric a perechii geometrice (Vc , conjugarea) Ajungem la luarea în considerare a următoarei întrebări a "teoriei homotopiei geometrice": ■ Ce proprietăți ale tipului de homotopie al mulțimii de puncte fixe F față de involuția t care acționează asupra unui spațiu X local compact de dimensiuni finite pot fi determinate cunoscând modelul de homotopie al involuției? În exemplele discutate în cap , am văzut cum se pot găsi niște completări -adice ale inelului de coomologie sau /(-functorul mulțimii de puncte fixe ale unei involuții, luând în considerare "involuția liberă" corespunzătoare (X', f) = (XX S , t X cartografiere antipodă), S°° = sferă cu dimensiuni infinite, cu spațiu orbital Xt = Х'Цх ~ t'x) = (XXS*)/(Z/ ) Perechea (X', V) este un model de homotopie bun pentru involuția geometrică (X, t) De exemplu, proiecția pe al doilea factor generează un pachet util X ~ X' -> Xt -> RP°° = S°°/(Z/ ) Prin simbolul (geometrie, Z/ ) notăm categoria ale cărei obiecte sunt spații compacte local de dimensiuni finite cu involuție și al cărei morf este Geometrie algebrică mami sunt mapări echivalente Mai mult, notăm cu simbolul (homotopie, Z/ ) categoria ale cărei obiecte sunt complexe CIF cu involuție liberă și ale cărei morfisme sunt clase echivariante de homotopie de Mapări echivariante Pentru fiecare obiect din categorie (geometrie, Z/ ), puteți construi: (a) set de puncte fixe; (b) involuție liberă asociată (X', i') = (XX S°°, t X involuție antipodă) Luați în considerare o diagramă X ( °° antipodal (geometrie, Z/ ) involuție) -(homotopie, Z ) set de puncte fixe & * spatii topologice /homotopic > tipuri Întrebarea principală poate fi formulată după cum urmează: Există o construcție functorială ST a "mulțimii homotopie-teoretice de puncte fixe de involuție liberă" care face această diagramă comutativă? Mai precis, ne va interesa doar partea -adica a tipului de homotopie a multimii de puncte fixe Acest lucru este firesc în lumina exemplelor date în primul capitol referitoare la coomologie și /(-functor În plus, deja în exemplele de involuții pe sfere, se poate observa că "partea impară" a tipului de homotopie a mulțimii de punctele fixe se pot schimba cu tipul de homotopie echivalent al modelului de homotopie ( X', t') Există un candidat firesc pentru rolul multimii homotopie-teoretice de puncte fixe În cazul geometric [i e adică, în categoria (geometrie, Z/ )] mulțimea punctelor fixe ale perechii (X, t) nu este altceva decât spațiul mapărilor echivariante capitolul {punct}->X În categoria (homotopie, Z/ ), rolul unui punct este jucat de orice spațiu contractibil cu involuție liberă, de exemplu, o sferă de dimensiuni infinite cu involuție antipodă Definiție Fie X un complex Cn cu involutie t Numim mulțimea homotopie-teoretică de puncte fixe ale perechii (X, t) complexul singular de mapări echivariante S°°->X; notație: (X, t) Să formulăm câteva proprietăți ușor de verificat ale acestei construcții: (i) spațiul ^( °°, cartografiere antipodă) este contractibil; (ii) ^(X, t)^^(X', t')-, (iii) ^"(XXX, permutare) X; (iv) ^(X', f) este un complex singular de secțiuni ale pachetului Xr -> RP°° (aceasta este o generalizare a (i)) Formulăm următoarea conjectură cu punct fix Fie (X, /) o involuție triangulată pe un spațiu local compact Apoi (mult de puncte fixe (X, ) = (^" (X', /')) > adică diagramă X ( ~ antipodal (geometrie, Z/ ) involuție) (homotopie, Z/ ) "set geometric de puncte fixe" "Setul teoretic de homotopie de puncte fixe" spații topologice triangulate categoria de homotopie -completare adic categoria de homotopie -completare adic comutativ Geometrie algebrică Cu alte cuvinte, tipul de homotopie -adic al mulțimii geometrice de puncte fixe este recuperat din involuția liberă (homotopie-teoretică) asociată Să facem câteva remarci (i) Conjectura este valabilă pentru involuția naturală pe spațiul XX X Acest lucru poate fi ușor verificat direct (vezi proprietatea (iii) de mai sus) (ii) Conjectura este adevărată dacă (X, i) este o involuție liberă Într-adevăr, în acest caz spațiul Xt este coomologic finit-dimensional '), și, prin urmare, fasciculul X RP°° nu are secțiuni (a se vedea Corolarul E interesant de mai jos) (iii) Dacă involuția este maparea identității, atunci mulțimea punctelor fixe coincide cu X Pe de altă parte, în acest caz, mulțimea homotopie-teoretică a punctelor fixe coincide cu mulțimea tuturor claselor de mapări de homotopie din spațiu RP°° în X Prin urmare, dacă presupunerea este adevărată, atunci - partea adică a spațiului de mapări bazate PP°° -> X este contractabilă (iv) Ultima afirmație cu greu poate fi dovedită fără "ipoteza punctului fix"; dimpotrivă, pare probabil ca acesta din urmă să poată fi dedus din această afirmație Într-adevăr, fie (X, t) o varietate netedă cu o involuție lină și să fie conectată varietatea F de puncte fixe Notăm cu v proiectivizarea mănunchiului normal F Este ușor de verificat că Xt * [FX RP°°] Ul" F^x ~ tx^> V unde v-+(X - F)/(x - tx) este încorporarea naturală și X RP este produsul proiecției (pe F) și hărții de clasificare a liniarului canonic ') În acest caz, spațiul X/ este homotopie echivalent cu spațiul coeficient al pre-evoluțiilor însuși spațiului X - Aprox ed capitolul fascicule peste v Conjectura formulată în (iii) afirmă, aproximativ vorbind, că maparea spațiului RP°° în Xt nu poate "ține prea mult în considerare partea local compactă a lui Xt" Prin urmare, este suficient să luăm în considerare mapările RP°° la FX RP°° Aplicând încă o dată ipoteza de la (iii), obținem rezultatul cerut Adevărata etal-ipoteză Să revenim la întrebarea inițială despre proprietățile de homotopie ale unei varietăți algebrice reale Fie (X, t) tipul de homotopie étale al varietății complexe corespunzătoare cu involuție corespunzătoare conjugării complexe Vom considera perechea (X, t) ca limita proiectivă a complexelor Xa cu involuții Acest lucru este posibil deoarece există o secvență confinală de acoperiri étale ale lui Vc care sunt invariante (deși nu sunt fixe) sub grupul Galois Luați în considerare pachetele Trecând la limită, obținem un pachet complet X->Xf->RP°° Acesta din urmă are următoarea descriere algebrică directă Geometrie algebrică Afirmația "varietatea Vr este definită peste câmpul numerelor reale" înseamnă că varietatea Vr se obține prin lipirea R-algebrelor finite Prin urmare, cartografierea Vr->SpecR Varietatea complexă Vc este un produs de fibre care corespunde diagramei VR eu Spec C -> Spec R Aplicând functorul complet de tip homotopy étale, obținem un pătrat fibros tipul de homotopie étale (Vr) eu * -> étale homotopy tip SpecR II K (Z/ , ) adică pachet X->XZ->RP°° Acum putem presupune că există trei descrieri echivalente ale tipului de homotopie -adică a mulțimii de puncte reale (i) Aceasta este completarea -adică a spațiului de mapări echivariante ale unei sfere cu dimensiuni infinite în tipul de homotopie étale al varietății complexe corespunzătoare (Mai întâi luăm în considerare un sistem proiectiv de spații de mapări echivariante în fiecare nerv finit Xa, apoi completăm aceste spații -adic și luăm în considerare limita lor proiectivă teoretică homotopică, ca în capitolul ) (ii) Acesta este spațiul de secțiuni ale realizării etale a hărții Vr -> SpecR definite mai sus (Din nou, mai întâi completăm tipul de homotopie étale al varietății Vr, obținem maparea X/->RP°° și completăm complexul singular de secțiuni -adic ) capitolul Cometariu Ultima descriere este analogă cu descrierea "punctelor reale geometrice" Într-adevăr, un punct real al soiului Yk este un R-morfism SpecR-e-Ur, adică o "secțiune" a mapării Yn - * SpecR (iii) Aceasta este completarea -adic a componentei conectate a spațiului de cartografiere (etale homoto- (etale homoto- [tip de vârf Spec R) [tip de vârf Vr J [Spațiul secțiunilor mănunchiului ѵ r poo (etale homoto- L Xt, constând din astfel de mapări a căror compoziție cu proiecția inducției formează o clasă de homotopie netrivială de mapări ale unui spațiu în sine Din punct de vedere teoretic, această descriere este cea mai convenabilă ] Acum vom demonstra o teoremă condiționată și apoi vom deduce câteva consecințe din ea Teorema GZ Din ipoteza punctului fix topologic rezultă că toate descrierile de mai sus ale unei completări -adice a unei varietăți algebrice reale sunt corecte Dovada Fie un sistem ordonat liniar de acoperiri étale finite direcționate local ale varietății complexe Yc astfel încât (i) fiecare acoperire este invariantă sub conjugarea complexă; (ii) Vc = lim [nervul C ( nervul C( nervul C ( nervC( étale tip SpecR) Prin urmare, completările -adice ale spațiilor de secțiuni ale acestor mapări coincid Din ipoteza topologică a punctului fix rezultă că în primul caz obținem o completare -adică a tipului homotopie a varietatii de puncte reale Teorema a fost demonstrată Să prezentăm acum câteva rezultate legate de determinarea algebrică a coomologiei și a funcției K a unei varietăți reale Coomologie Notăm cu Γ inelul de coomologie al grupului Z/ : R (Z/ ) [x] ~ H* (RP°°; Z/ ) Din pachet Vr->SpecR rezultă că étale Z/ -coomologia soiului Vr sunt ^-module Din teoria lui P A Smith (care se deduce cu ușurință din "descrierea spațiului Xt") de mai sus Geometrie algebrică Corolar N , / colector ' \ R' ^ puncte reale; eu! ( étale coomologie Vp, ] âf I localizat cu respect > âî [ la un ideal prim (x) ) ^H*(Vp; Z/ )(r)*#, unde = (Z/ ) [x, x ] este inelul localizat în raport cu idealul prim (x) /C-teoria Se notează cu SL inelul de grup al grupului Z/ peste numere -adice A - Z [x]/(x - ) Din lucrarea lui Atiyah și Segal asupra teoriei echivariante /(-, rezultă Corolar K-K-functor al varietatii |Vr| de puncte reale satisface relatia r si v n l (r) ~ /etale homoto-r\ ') *( y* )(r)^ = Să formulăm acum un corolar interesant, care este dovedit prin metodele din acest capitol Corolarul E Fie {f/J o mulțime finită de polinoame cu coeficienți reali Apoi sistemul de ecuații {n= } are o soluție reală dacă și numai dacă varietatea reală definită de acest sistem de ecuații are coomologie nontrivială mod étale într-un set infinit de dimensiuni ') Partea dreaptă a acestei egalități trebuie înțeleasă după cum urmează: lim lim /((nerv; Z/ n) capitolul Dovada Vom demonstra că o varietate algebrică reală Vr are puncte reale dacă coomologia sa étale mod nu dispare în dimensiuni mai mari de două ori dimensiunea complexă a soiului Vc Dacă există un punct real p e | Vr |, adică diagramă SpecR Vr " n Într-adevăr, în acest caz, tipul étale Vc XS°°/(Z/ ) = tipul étale Vc/(Z/ ), dar, după cum am arătat mai sus, tipul étale VcXS°°/(Z/ ) ~ tipul étale Vr adncheski Cometariu Descrierea de mai sus a lui Xt arată că pentru i mari grupurile H (etal tip Vr; Z/ ) nu depinde de i Ele sunt suma directă a tuturor coomologiilor mod ale mulțimii de puncte reale Vr Capitolul GRUPA GALOIS IN TOPOLOGIA GEOMETRICA Combinând acțiunea grupului Galois descrisă în capitolul anterior cu periodicitatea geometrică în teoria varietăților, obținem acțiunea naturală a grupului Galois abelianizat asupra completărilor Grassmannienilor de subspații liniare pe bucăți ^-dimensionale ale spațiului R°° În acest capitol studiem simetria emergentă în teoria fasciculelor de linii în bucăți și în unele alte teorii geometrice Pentru a motiva acest studiu, să încercăm să înțelegem ce sistem de invarianți definește o varietate compactă Un astfel de sistem constă din tipul de homotopie al varietății plus niște invarianți geometrici suplimentari Într-adevăr, definim o mapare compact | d Ghomotopics- "tangente | soiuri] care tipuri , mănunchiuri" J Cu definiții și ipoteze adecvate, maparea A este injectivă și "ecuațiile care descriu imaginea" sunt aproape cunoscute Rețineți că noțiunea de izomorfism din partea dreaptă este definită într-un mod destul de delicat: (Af, Tm) și (L, T[) sunt izomorfe dacă există o diagramă comutativă TM~^TL M - + L, Capitolul în care g este o echivalență de homotopie și dg este un izomorfism între "mănunchiurile tangente" Tm și Tl, care este în mod corespunzător omotopic la "diferența teoretică de homotopie a lui g" - o echivalență de homotopie proprie definită în mod natural între Tm și Tg ) Astfel, studiul varietăților se reduce la studiul fasciculelor vectoriale, al izomorfismelor dintre ele și al modalităților de a deforma o echivalență de homotopie pe fibre între fasciculele de vectori într-un izomorfism Aceste întrebări sunt de natură homotopică-teoretică și le putem extinde și aritmetiza conform schemei cap și În acest caz, se dovedește că componentele "impare" ale întrebărilor liniare și topologice pe bucăți au o structură surprinzător de frumoasă, care include periodicitatea în patru pași și simetria Galois, care sunt armonios compatibile între ele § Mănunchiuri de linii pe bucăți Luați în considerare "blocul homeomorfismelor" unde a este un simplex și maparea f satisface două condiții: (i) este un homeomorfism liniar pe bucăți; (ii) dacă m este o față a lui st, atunci f mapează tXKn la tXR", adică f "conservă blocurile" O astfel de mapare definește simplexul grupului liniar pe bucăți PLn care stă la baza teoriei ') Pentru o definiție a dg, a se vedea Sullivan D' Thesis, Princeton, Grupul Galois în topologia geometrică Spațiul total E al unui astfel de pachet are o partiție în blocuri cxc"" corespunzătoare simplexelor "bazei" B încorporate în E ca "secțiuni zero": cX[ )s B (și este definită doar o proiecție teoretică de homotopie) Absența unei "proiecții geometrice" este compensată de faptul că teoremele privind vecinătățile tubulare rămân valabile: subvarietățile au vecinătăți care sunt împărțite în mod unic în blocuri D Sullivan Capitolul iar construcţiile legate de transversalitate pot fi implementate folosind blocuri (Autorului i se pare că categoria poliedre, împreună cu teoria fasciculelor de blocuri, este zona cea mai largă și cea mai naturală în care sunt fezabile construcțiile geometrice legate de transversalitate și intersecție ) Rețineți că, din cauza absenței unei "proiecții geometrice", "secțiunea diferită de zero" homotopică a unui pachet de blocuri poate să nu aibă o realizare geometrică structuri transversale Să considerăm o subvarietă închisă Mn+ a spațiului total al mănunchiului de bloc £n-dimensional Dacă "baza" B este compactă, atunci cu ajutorul unei izotopii cu suport compact se poate face M transversal (kB ), iar intersecția lui M cu vecinătatea B se poate face unirea intersecției blocurilor cu aceasta Cartier: Intersecția V* a varietatii M cu B este atunci o varietate compactă și în același timp un subpoliedru al lui B Trebuie acordată atenție mai multor circumstanțe (i) Dacă varietatea Mn+ este modificată de cobordismul propriu Wrn+i+l = E X [ , ], atunci V este modificat de cobordismul definit ca intersecția lui Wn+l+l cu BX[ > ] în EX[ , ] P A se vedea Rourke C P și Sanderson B J , Block bundles, I, P, III, Ap de Matematică , nr ( ), - ; , nr ( ), - ; , nr ( ), - Grupul Galois în topologia geometrică Z (ii) O hartă proprie f: M->E poate fi făcută transversală la B făcând graficul lui f transversal la MX B Aceasta ne oferă o hartă proprie V -* B (iii) Este posibil să se intersecteze cu B nu numai varietăți, ci și un poliedru arbitrar X În acest caz, intersecția are singularități de același tip cu X Să considerăm, de exemplu, o Z/n-subvarietate X > E , adică un poliedru care este obținut dintr-o varietate a cărei limită constă din n părți identice atunci când aceste părți sunt lipite între ele Apoi intersecția lui X cu B este, de asemenea, o varietate Z/n Se poate vorbi și de Z/n-cobordisme, iar proprietatea (i) este păstrată (iv) Trecând la clasele de hărți proprii cobordante M -> E și la clasele de hărți cobordante V ->B, obținem grupurile abeliene (în ceea ce privește însumarea disjunctivă) Q*E și Qnfi, iar construcțiile anterioare furnizează Thomianul homomorfism de intersectie și analogul său Z/n £ ,(E; Z/n) -> Q (B; Z/n) Propunerea b homomorfismul Thomas este un izomorfism Dovada Dacă M P B - dW, unde WS B, atunci putem construi o varietate M cobordantă M' care nu se intersectează cu B, folosind ca film unirea blocurilor închise peste aceasta este prezentată schematic în figură: Capitolul În plus, folosind faptul că spațiul obținut din completarea într-un punct a spațiului E prin scăparea lui B este contractibil, putem "trimite M' la infinit" prin intermediul unei mapări adecvate M' XR-*E - B Astfel maparea Π B este monomorfă Că această mapare este epimorfă este evident, deoarece pentru orice subvarietate V s B avem egalitatea (blocuri peste V) L B - V Rețineți că dacă E este orientat de clasa de coomologie Ue=Hn(E, E - B; Z), atunci există un izomorfism Thom asemănător celui precedent între teoriile cobordismelor orientate (pe care îl vom nota tot cu Q,) Dacă definim varietatile Z/n orientate ca poliedre obținute prin lipirea componentelor de frontieră orientate compatibile, atunci obținem un izomorfism Z/n-Thoma orientat Qn(t; Z/n) Z/n) Invariante de semnătură și integralitate Izomorfismul Tom este invariantul geometric de bază al pachetului de blocuri E Pentru a-l folosi, luăm în considerare invarianții numerici asociați cu rearanjamentele multiple Pentru un n arbitrar: e = A r(V; Q), definim semnătura drept semnătura formei pătratice Lx pe H (V; Q) definită de egalitatea Lx (y) = {y , x), yeH l( V-, Q) Dacă V este o varietate orientată, atunci semnătura este un număr întreg Dacă V este o varietate Z/n orientată, atunci putem defini semnătura sa ca element al grupului Z/n prin setarea semnătură V este semnătura (V/singularitatea lui V) modn Grupul Galois în topologia geometrică Aceste semnături sunt invariante de cobordism De exemplu, dacă varietatea Z/n V este cobordantă cu zero, atunci acest cobordism poate fi lipit: unde Q şi W sunt construite conform cobordismului dintre V şi ') Apoi O = semnătură dQ = semnătură V + n • semnătură IG Aici folosim lema aditivă a lui Novikov pentru semnătura varietăților cu graniță (definită ca semnătură W/dW)* ) și invarianța semnăturii obișnuite sub cobordism (Volum) ) Aceste relaţii între semnături sunt dovedite pe baza unor argumente de dualitate simple şi plăcute ■) Să explicăm această construcție Mai întâi, "dezlipim" ( /n)-varietatea noastră V, adică ne întoarcem la varietatea V cu o limită compusă din piese identice din care a fost construit V Apoi facem același lucru cu filmul întins peste V Rezultă o varietate cu granița V + nW, unde W este o peliculă întinsă de , / și limitele varietății V - Aprox ed ) Vezi S P Novikov, Potryagin's characteristic classes, Proceedings of the International Congress of Mathematicians, Mir, Moscow, , pp - , sau Pontrjagin classs, the fundamental group and some problem of stable Algebra, Essays Topol și Rel Topics, Berlin, - Aprox ed ) Acest rezultat a fost obținut independent de R Thom (disertație) și V A Rokhlin (New results in theory of four-dimensional manifolds, DAN SSSR, , nr ( ), - ) - Aprox ed Capitolul Observăm acum că putem defini (i) homomorfisme de coeficienți: Q ( ;Z/fcn)SA( ;Z/n), care sunt construite prin dezlipire parțială') reproducerea și legarea (ii) scară precisă )-*ir( ;Z/n)-> IJ* I ->Иі( )-)->□,( ;Z/b)-"> mapări în care sunt construite geometric Prin urmare putem defini Q/Z-bordisme JD ; Q/Z)="limQ,(; Z/n); Q-bordisme Q,( ; Q) - Hm(u,( ) -*> QD )) ') Similar cu "normalizarea parțială" a unei varietăți reale Trupa Galois în topologia geometrică și succesiunea exactă )->Q ( ;Q)^>Q,( ;Q/Z)-> Definiție (invariant de semnătură a pachetului de blocuri) Să compunem operaţiile: (i) intersecţii cu secţiune zero; (ii) luarea semnăturii de intersecție Se pare că "invariantul semnăturii pachetului de blocuri" Q (t;Q) - y -> Q "ip\ Q /Z (adică la Z) - "Aprox ed ' Capitolul Amintește-ți asta Z( ) = numere întregi localizate în raport cu numărul prim ; Z/ sunt numere întregi localizate în raport cu mulțimea I de numere prime impare; KO" = / Q'); (ii) (în ceea ce privește numerele prime impare) există o clasă canonică , (prim impar D eK(E)r, o = | numere al cărui caracter Pontryagin ph ∆ G e Hc* (E) trece la L sub izomorfismul Thoma, mai precis phAB - L£ • (clasa Thomas) ph este caracterul Zhen al complexificării lui Av); (iii) ?e se determină din ѢE și partea -adică a semnăturii Q/Z a pachetului de bloc E\ &θ este determinată din Le și partea -adică a semnăturii Q/Z E Remarci Invarianții Ai și ?E depind numai de "clasa stabilă a mănunchiului E", adică de clasa mănunchiului cu k mare Dacă B este o varietate închisă și dimensiunea fibrei este pară, atunci intersecția *) Declarația (i) nu este utilizată în continuare Grupul Galois în topologia geometrică Definiția PPB (în E) este o clasă de omologie, duală, conform lui Poincaré, cu clasa Euler a pachetului E, adică un "invariant instabil" Dacă această clasă este trivială, atunci B este omoloagă cu un anumit ciclu din E - B Dacă intersecția B A B este cobordantă cu zero în B\I, atunci B este cobordantă în E XI cu o subvarietă E - B (din motive analoge cu cele anterioare) Vom arăta asta (i) L și clasa rațională Euler formează un sistem complet de invarianți raționali ai mănunchiului E (cu fibre de dimensiuni pare); setul de fascicule este (aproape) o "zăbrele" în mulțimea acestor invarianți; (ii) HH și clasa de homotopie a mapării E-B->B formează un sistem complet de invarianți în raport cu numerele prime impare ); în raport cu numărul prim , pachetul Ε este determinat de clasa de coomologie SE, de clasa de homotopie a hărții Ε - B-* B și de un invariant suplimentar al -torsiunii X Definiția exactă și semnificația geometrică a invarianții nu sunt încă clari, În cele ce urmează, vom lua în considerare numai numere prime impare și vom folosi invarianta Δ £ s K (E)z Cu ajutorul lui, vom defini simetriile Galois în teoria liniară pe bucăți Construcția "mănunchiului" Δ£ va fi dată mai jos Pe lângă aplicațiile algebrice ale lui Dm la teoria liniară pe bucăți, trebuie să existe și "aplicații analitice" De exemplu, dacă E este un pachet vectorial neted, atunci Dm poate fi construit folosind "operatorul Laplace în E" Sperăm în viitor să ne ocupăm de "aplicații analitice" ale invariantei Ae la teoria PE § CARACTERIZAREA GEOMETRICA A K-THORY Indicăm acum o caracterizare geometrică remarcabilă a elementelor unui K-functor (un K-functor real localizat în numere prime impare) *) Adică după completarea cu aceste numere prime Capitolul În linii mari, elementele lui K(K) sunt "cocicluri geometrice" care atribuie fiecărei varietăți netede Z/n din X o clasă de reziduuri mod are proprietatea de periodicitate Există un alt punct de vedere asupra acestui subiect Aspectele geometrice ale teoriei varietăților conduc la o periodicitate în patru pași în spațiul de clasificare pentru echivalențe de homotopie pe fibre între fasciculele PL Această -periodicitate este strâns legată de studiul invarianților geometrici ale varietăților* neexprimabil, din punct de vedere al tipului de homotopie, sau din punct de vedere al acțiunii grupului n* on capac universal Teoria* obstacolelor! în această teorie geometrică are o proprietate izbitoare în spiritul teoriei invariante, referindu-se la "cocicluri geometrice" (cu privire la toate numerele prime) Acest lucru poate fi demonstrat prin raționament geometric folosind varietăți cu "Singularități de tip unire"* ) Autorului i se pare că o astfel de modalitate este potrivită pentru obținerea acestei teoreme geometrice pentru: un /(-functor real localizat în numere prime impare (în acest caz, periodicitatea Bott coincide cu "periodicitatea geometrică") Totuși, demonstrația de teorema geometrică a cociclului (în numere prime impare) este mult simplificată dacă includem teoria K împreună cu acțiunea grupului Galois în ea Pe scurt, intuiția geometrică necesară acestei teoreme din teoria K provine din teoria varietăților , iar simetria Galois în teoria varietăților rezultă din teoria K ') Există bun! interpretarea analitică a acestor reziduuri ) Autorul speră că un matematician tânăr, deloc răsfățat, cu gândire geometrică, va putea restabili și dezvolta aceste argumente Grupul Galois în topologia geometrică Să formulăm acum o teoremă asupra cociclurilor geometrice Notați cu Q* (X; Q/Z) partea impară din subgrupul grupului Q/Z-bordism format din clase de varietăți netede: ,ѵ gli'th r /cobordism clase de smooth! Q (X; ^/Z)= hm IZ/n-soiuri în XJ* n impar Luați în considerare, în continuare, grupul cocicluri geometrice finite J s{QL(X; Q/Z)->Q/Z}, constând din homomorfisme Â care satisfac următoarea "condiție de periodicitate": pentru orice bordism Vd-*X și o ^-varietate M închisă, avem X ((V"-> X) X (M Z -> pt)) = (semnătura M) • Â (V -> X) În mod similar, luați în considerare grupul (geometric ° "p " [cociclează peste QJ - homomorfisme]) satisfacând aceeași condiție de periodicitate Teorema Pentru fiecare complex finit X există izomorfisme naturale {geometric cocicluri pe X, " peste Q finit !° geometric r cociclează pe XJ O K(X) Aici K(X)o denotă localizarea grupului K(X) la zero, adică XO(X)(r)Q, ') Definit pentru miotipuri netede sau PL în X; peste Q aceste teorii coincid Capitolul completarea grupului KO(X) (cu privire la grupurile de ordin impar) Observații, (a) Aceste izomorfisme sunt definite de condiția ca pentru X = pt (Q,,t) z) ѳ Q x e k (pt)o = a (b) După cum se va vedea din demonstrație, izomorfismul din teorema induce o mapare a teoriei coomologiei, adică cocicluri geometrice definite pe varietăți ( t + /)-dimensionale, invariante sub cobordism și satisfăcând formula periodicității, definesc elemente de grupele K (X )o sau CCCH (c) Elementele grupurilor K (X)o și K(X), care sunt imagini ale cociclurilor geometrice, oferă informații complet independente În același timp, din condițiile de integralitate care conectează cocicluri geometrice raționale și finite, adică din comutativitatea diagramei Q,(X; Q)-^Q v o I Q (X;Q/Z)Aq/Z se vede că ambii provin din acelaşi element al grupului K(X) = KO(X)(r)Z[l/ ] Pentru a demonstra acest lucru, rețineți că există o succesiune exactă O -+ k (X) k (XG F k (X)o -* [k (X) adelen O" unde I este mulțimea tuturor numerelor prime impare corespunzătoare pătratului aritmetic al lui Ch pentru grupuri Condițiile de integralitate implică faptul că maparea oq ia valori întregi pe rețea Q,(X)£=Q,(X;Q) Grupul Galois în topologia geometrică Din aceasta, la rândul său, rezultă că elementul grupului K(X)A (r) Q = [/ Q Q/Z blocul PL-bundle E peste un complex finit definește un element canonic într-un functor K cu suport compact BE "= (E) (d = dim E) Dovada corolarului Luați în considerare restricția invariantului de semnătură la un subgrup al grupului u (E+; Q/Z) generat de Z/n-variete netede de dimensiune i + d, unde n este un număr impar ) Este clar că această restricție satisface și condiția de periodicitate Astfel, am definit un cociclu geometric finit de "grad d" Un Q-cociclu geometric este definit în mod similar Conform teoremei , aceste cocicluri definesc elemente ale grupurilor KS(EY' si KS(E) Din conditiile de integralitate rezulta (vezi Observatia (c)) ca aceste elemente definesc un element canonic din grupul KS(E) Trecând la demonstrarea teoremei, construim în primul rând o mapare " ,f geometric] KW *D cociclează J' De fapt, această construcție face posibilă și construcția explicită a elementului Dw (vezi corolarul) ') Invariantul de semnătură dispare pe clasele de cobordism realizate de varietăți de altă dimensiune; E+~* este o compactare într-un punct a spațiului E, Capitolul Fie y pachetul de vector canonic peste BSO n Grassmanian Luați în considerare elementul D " = e KO(BSOin^) (b) Fiecare reprezentare reală finită-dimensională a grupului SO n corespunde unui element al inelului KO(BSO n) Vom considera algebra exterioară A a unui spațiu n-dimensional (fibra mănunchiului y) ca spațiu de reprezentare naturală a grupului SO n Notăm cu Λ± spațiile ± proprii ale involuției a: Λ -> Λ definite de înmulțirea Clifford cu elementul de volum în Λ " (adică a = (- / *: A -> Λ n i, unde * este operatorul Hodge) (c) Deoarece dimensiunea reprezentării A+(r)A este egală cu ip, elementul corespunzător al inelului KO (BSO rt) φ Z [ / ] este inversabil (d) Restricțiile reprezentărilor A+ și A la SO n-r ss SO n sunt echivalente Prin urmare, elementul dyu-d " se află în nucleul homomorfismului de restricție (KO (BSOin)-*KO (BSOb-M(r) Z [ / ] (e) Restricția elementului D ne Kc(yip) (r) Z[l/ ] la fibra (R n)+ este un generator al grupului KOff(R /t) (r) (r)Z[i/ ] și, în plus , este egal cu produsul ~ n pe generatorul de numere întregi naturale definit de A+ - D-, unde D+ și D sunt "reprezentările de bază ale spinorilor" construite cu ajutorul algebrei Kdifford a spațiului R zt Trupa Galois în topologie geometrică (f) Vom considera teoria /C Nu, Nu, K , (KO (r)Z[l/ ]) ca o teorie de coomologie cu perioada , iar izomorfismul periodicității este dat prin înmulțirea cu element D eKO( (K ) (r) Z[l/ ]: WWira;* KOS(XX R ) (g) Elementele D n se comportă multiplicativ sub maparea naturală BSOiq X BSOtr * BSOi(q+r), adică în grupul KOc(yiq X Vdg) (r) Z[ / ] avem egalitatea ^ ( +r)/(V ij X Y r) e &iq X ^ r- (Sunt recunoscător lui Atiye și Segal pentru că au vorbit despre acest subiect ) Să revenim la demonstrarea teoremei Elementele D n sunt definite în functorul K al spațiilor de clasificare ale teoriei bordismului {MSO n} = [Thomy^I- Prin urmare, ele definesc mapările naturale teoria netedă] q,, teoria bordismului atât la nivel de omologie, Mn, cât și la nivel de coomologie, M', și în plus D, este legat de D* prin dualitatea lui Alexander Astfel, varietățile netede pot fi considerate cicluri în teoria K În special, pentru orice v ∈ K (X) și orice varietate n-dimensională M în X, se poate forma intersecția (M-*X)P ѵ e=Kp-'(p ) Dacă M este o varietate Z/A, atunci, după cum este ușor de observat, o astfel de construcție furnizează un element din grupul K""' (pt) (r) Z/k') *) Tehnic, acest lucru se bazează pe faptul ușor dovedit că Z/ -varietăți reprezintă pt)) A V = A (V) (v n (M -> X)), unde A [V] e Kv (pt), v = dimV Pentru a calcula A(V), găsim mai întâi "caracterul A"-o serie formală care definește harta (^ phA)germ = (^ ph^r=Ar') =" \ L + L /germen \ L + L /germen ex - e~x thx ,, x- - ex + e x - - - (A-pOfl)germ Când calculăm A(V) folosim clasele caracteristice ale pachetului normal De aceea A(V) = ( /£ (mănunchiul normal V), V} = - {L (mănunchi tangent V), V) = semnătură V (cel din urmă rezultă din binecunoscuta formulă Hirzebruch) Astfel, fiecare element al inelului /((X) definește cocicluri geometrice K (X) A' > {cocicluri geometrice finite], K(X) {cocicluri Q geometrice]* ) ') Să explicăm ce este germenul Orice mapare F a unui complex /C-functor în coomologie care are proprietatea de aditivitate: F (q + g) = F (m)) ■ F (Șj) poate fi descrisă după cum urmează Ca urmare a principiului de divizare, maparea F este determinată de restricția sa la mulțimea de fascicule inversabile și, în consecință, de valoarea sa F(m) = a^x' , unde Ae este fascicul de linii canonice peste CP° ° și xe eH (CP°°; Z) este generatorul canonic Seria formală aitl definește maparea F și este notat cu Fgerm - Aprox ) Rețineți că există o descriere mai directă a lui A folosind o încorporare echivalentă a unei colectoare ( /&) lipite Grupul Galois în topologia geometrică Pentru a studia maparea Af, să considerăm din nou maparea naturală A, teoria bordismelor Z [ / ] în /(-teoria Aplicând teoria obstacolelor spațiilor universale, putem verifica direct că A, este un epimorfism )- Mai mult, fie M = lim (MSOn)t și B = BOi, unde Z este mulțimea primelor impare Pachetele D n definesc maparea (A): M-*B, iar maparea Dn nu este altceva decât maparea J (X) Z [ / ] = n, (M # X) -> K* (X) = n: (B # X) indus de maparea (A) * id: M # X -> B # X, unde * desemnează produsul redus (spațiul coeficient al produsului obișnuit față de crucea de coordonate), nf sunt grupurile de homotopie stabile [n'(Y) = lim n +re(a suspensie a numii peste Y)] Dar maparea (A) are o secțiune Într-adevăr, * (B; l i (stratul (A))) ideal în GBP*, \ definit | varietati cu I zero semnătură D i (r)Z[ / ]= , iar obstacolele în calea propagării acestei secţiuni sunt banale În consecință, are o secțiune și o mapare (A) # id, adică A, este un epimorfism unde M este un disc bidimensional cu acțiunea obișnuită a grupului Z/k pe graniță Având în vedere un Z/ -bordism f: M/(Z/k) d X și un pachet vectorial A-dimensional v peste X, atunci trebuie să luăm imaginea directă a fasciculului /*v în (D; X RN)l (Z/k) g și valoarea acesteia pe generatorul grupei /(-omologie a spațiului (Dl X RN)/(Z/k) g izomorf la Z/k ) Reziduul rezultat și este luat ca valoare a lui A(f) pe e Din această descriere se poate extrage o descriere analitică a reziduului Z/fc (A(/)](v) în termeni de "un operator eliptic asociat cu o semnătură" ') Toate grupurile sunt considerate a fi localizate în numere prime impare ) Simbolul /(Z/k)d înseamnă factorizarea graniței în raport cu acțiunea grupului Z/k - Aprox ed Capitolul Să trecem la studiul nucleului homomorfismului D, Este clar că acesta conține toate elementele formei {(V -► pt) X (M -" X), semnătura V = ] Datorită acestui fapt, maparea A poate fi reprezentată ca o compoziție O (X) (r)zZ[l/ ] -^Qt (X) (r) Z[l/ ] -* K, (X), unde D este proiecția pe sumand direct (Q acționează în Z[l/ ] înmulțind cu semnătură) De fapt, Da este un izomorfism Acest lucru este dovedit din nou prin referirea la un exemplu universal Monomorfismul mapării Da în cazul în care X este scheletul multidimensional al spațiului M este demonstrat printr-un simplu "calcul rațional" Cazul general se reduce la aceasta cu ajutorul mapărilor u: {suspensie multiplă peste X)-* {scheletul L ), deoarece pentru fiecare aeQ,(X)(r)sZ[l/ ] se poate alege un p, astfel încât u(a) să fie diferit de zero Asa de, D': Q (X)(r)aZ[l/ ]T*K (X) este un izomorfism ) Din descrierea omologiei modn ca omologie obișnuită (întreg) a îmbinării spațiului X și spațiului Moore, se deduce un izomorfism Q, (X; Z/n)(r) c, Z = X (X; Z/n) ') Acest raționament este în esență al lui Conner și al lui Floyd Vezi adăugarea lui P Conner, E Floyd "Despre relația dintre theory of cobordism and K-theory" la cartea "Smooth periodic mappings:", "Mir", M , , § Grupul Galois în topologia geometrică Observăm acum că teoria omologiei Q (X; Z/n) este multiplicativă Într-adevăr, putem forma un produs din două Z/n-variete, de exemplu: Ca rezultat, obținem un spațiu care este o varietate ( /n) în toate punctele, cu excepția produselor a două puncte singulare Dacă în exemplul nostru (când factorii sunt unidimensionali) luăm în considerare limita unei vecinătăți a unui astfel de punct, atunci va fi o varietate Z/n unidimensională de forma (Z/n) * (Z/ n) *) Ultima Z/n-varietate poate fi reprezentată canonic ca granița unei Z/n-varietate bidimensionale Acest lucru ne permite să "corectăm" produsul varietăților noastre unidimensionale Z/n, astfel încât el însuși să devină ') Aici Z/n este înțeles ca o varietate zero-dimensională constând din n puncte Capitolul Z/n-varietate Cazul general este tratat în mod similar Astfel putem defini produsul a două Z/n-variete Aceasta permite, la rândul său, să se definească multiplicarea naturală în grupuri K, (X; Z/n), Q, (X; Z/n) Z/n; în special, sunt Z/n-module ') În continuare, putem defini o mapare naturală Γ(X; Z/n)-* Homz/n ( Q(X; Z/n), Z/n) Partea dreaptă este o valoare pe X a unei teorii de coomologie, deoarece functorul "homomorfisme ale Z/n-module în Z/n" este exact Deoarece e este un izomorfism în cazul X = pt (modn periodicitate Bott), este, de asemenea, un izomorfism pentru orice X* ) Vom numi harta e "dualitatea Pontryagin în /(-teoria" ) Prin urmare K*(X', Z/n) Hom(X, (X; Z/n), Z/n) e* Nu (X, (X; Z / n), Q / Z) \u d Nu (Q * (X; Z / n) (r) în, Z / n, Q / Z), și, prin urmare lim X(X;Z/n)^ Hm Hom (Qn (X; Z/n) Z,Q/Z) ss n impar impar Corn (Hm (Qt (X; Z/n) (r)q, Z), Q/Z) s nu ciudat s Notă (lim Q,(X; Z/n), Q/Z) = nu ciudat = Hom(Q,(X; Q/Z)h Q/Z) ') Construcția acestor multiplicări se poate face și în alt mod, cu ajutorul teoriei generale a homotopiei Construcția prezentată aici ilustrează natura geometrică a raționamentului nostru ) Vezi Teorema din prelegerile lui A Dold "Functori de homotopie semiexacți", Sat Matematică : ( ), p ; Pentru ca această teoremă să fie aplicabilă, este necesar ca homomorfismul e să fie izomorfism atunci când X este o sferă, dar cazul unei sfere se reduce la cazul unui punct prin aplicarea izomorfismului de suspensie, care comută evident ce - Aprox ed ) miercuri nota de la pagina Grupul Galois în topologia geometrică Deoarece, în continuare, grupul K(X) este generat finit, completarea lui coincide cu produsul său tensor pe Z Înmulțind coeficientul Z/n-secvență tensoric cu Z și trecând la limita proiectivă peste n impar (grupurile sunt compacte!) , obținem un izomorfism K*(X)""limK*(X; Z/n) nu ciudat În consecință, izomorfismul construit identifică o teorie /(-profinită r-dimensională cu cocicluri geometrice /-dimensionale profinite Se demonstrează "partea profinită" a teoremei "Partea rațională" a teoremei este dovedită prin calcule coomologice raționale Este suficient de remarcat că pentru fiecare cociclu geometric gq există un element unic S al grupului K(X)(r)Q astfel încât ao (M X) = {LM · ph f *S, M) (Aici LM este genul L al fasciculului tangent M ) Cometariu Atiyah a găsit o afirmație interesantă cu privire la întrebarea construcției geometrice directe a pachetului vectorial AB pentru pachetul PL E Luați în considerare o varietate simplă compactă M în R" cu un "mănunchi PL normal" E Dacă x este un punct non-singular (adică un punct interior al unui simplex de dimensiune mai mare), atunci pe spațiul normal M în punctul x există un volum natural de formă yx Această formă yx Capitolul poate fi privit ca un element al algebrei Clifford corespunzător spațiului R* tangent la punctul x Forma yx satisface ecuația Yx = și definește o împărțire a spațiului A(R*)> A (₽x) \u d (La * (r) L + Vx) Ѳ (La * (r) L "Vx), unde Tx este spațiul tangent la M în punctul x, iar subspațiile A+ și A" ale algebrei exterioare sunt definite în același mod ca mai sus Diferența formală dintre aceste spații vectoriale (Lth(r) A + Vx) - (Lth(r) L"vya ) Există ATX(r) (L+Vx - L"Vx) "=" ѵ* și este forma locală a elementului pe care trebuie să-l construim Prin urmare, problema construirii pachetului vectorial Dv poate fi "reformulată" după cum urmează: extinde funcţia xi -> yx la tot M astfel încât (i) pentru fiecare punct y > M, valoarea yy a fost identitatea din algebra Clifford a spațiului Rw; (ii) y y satisface relația yJ= (sau cel puțin valorile funcției yy se află într-o vecinătate contractantă a unui element neutru din grupul de unități al algebrei Clifford); (iii) valoarea lui yy a fost construită prin legarea geometriei locale a spațiului M în punctul y cu proprietățile de homotopie ale diferitelor domenii din algebra Clifford a spațiului R\ Observam ca acest caz (varietate poliedrica, fascicul normal in spatiul euclidian) este unul general pentru problema constructiei Δθ; rezolvarea problemei formulate ar face posibilă rezolvarea problemei construcției unui pachet vectorial Dj pentru orice pachet PL E, Grupul Galois în topologia geometrică § TEORII PROFINITE ŞI RATIONALE ALE PI-BUN Continuăm să acționăm în aceeași ordine de idei: luăm în considerare aspectele pro-terminale și raționale ale unei anumite probleme și relația dintre aceste aspecte Această abordare este aplicabilă teoriei fasciculelor liniare pe bucăți, deoarece există un spațiu de clasificare BPLn este Grassmannianul "planurilor PL n-dimensionale în R°°" Prin urmare, putem defini o completare profinită a mulțimii de pachete PL n-dimensionale pe X ca [X, completare profinită BPbn] Dacă X este un complex local finit, atunci această mulțime are structura naturală a unui spațiu Hausdorff compact Mai mult, într-o teorie orientată, mulțimea de "puncte geometrice" corespunzătoare mănunchiurilor reale este peste tot densă ') Relația de proximitate dintre aceste "puncte geometrice" corespunde unor relații subtile de homotopie-teoretică între fascicule Amintiți-vă acum că există o mapare naturală (BSPLnr-+(BSGnr* ) Astfel, fiecărui fascicul de PP profinit îi corespunde un tip de homotopie sferică sferică în fibre Prin urmare, putem presupune că pachetul PL finalizat are un tip de homotopie sferică echipat cu o structură geometrică mai "misterioasă" Conexiunea grupului SPLn implică faptul că spațiul de clasificare corespunzător este pur și simplu conectat și, ') Pentru subcomplexele finite acest lucru se dovedește prin inducție pe celule ) Pentru o teorie stabilă, aceasta înseamnă că un pachet PL profinit are un tip de homotopie clasică prin fibre Capitolul prin urmare, prezența descompunerii teoria RLn proterminală orientată CHI R orientat p-adic RLn-teoria În cele ce urmează, vom lua în considerare doar componentele p-adice cu p impar - structura componentei -adice nu este încă deloc clară În cele ce urmează, vom desemna cu X ceea ce a fost anterior notat cu X {prime impare} " Completările -adice vor fi considerate foarte rar și numai în legătură cu Conjectura liniară -adice a lui Adams De asemenea, se poate defini un set de "bundle PL raționale" peste X, [X, (BPLn)o] *) • Amintiți-vă că, așa cum arată pătratul aritmetic, putem recupera o folie PL-pac adevărată dintr-o pereche formată dintr-un mănunchi PL rațional și un pachet PL profinit care satisface condițiile de "consistență rațională" La fel ca și în cazul fasciculelor sferice, în cazul fasciculelor PL aceste condiții de consistență pot fi exprimate în termeni de clase caracteristice Aceasta rezultă din următoarea propoziție: Teorema (Q) Clase caracteristice raționale LuL , și "clase de homotopie" clasa Euler %&Hn(B; Q), dacă n este par, clasa Hopf e H-n~ (B', Q), dacă n este impar, *) Localizarea ar trebui să înceapă de la cazul orientat În plus, prezența unui pachet BSPL n->BPL n->K(Z/ , ) permite localizarea spațiului BPLn (în acest caz, ca în Capitolul , este necesar să se folosească localizarea strat cu strat) În fine, localizările spațiilor BPL n+ și BSPL n+i coincid, întrucât în acest caz grupul = Z/ acționează trivial asupra tipului de homotopie rațională a spațiului BSPL n+i Grupul Galois în topologia geometrică formează un sistem complet de invarianți raționali pentru un pachet PL orientabil n-dimensional peste B Mai mult, o teorie PL rațională orientată este izomorfă cu produsul teoriilor coomologice corespunzătoare: np( ;Q)XlI H * ( ; Q) pentru n par, H n~ ( ;Q)XlI^ *( ; Q) pentru n impar Remarci Este ușor de verificat că o teorie rațională nedirecționată a PL-pac-foliații uniform este obținută dintr-o clasă Euler orientată spre răsucire folosind homomorfismul R (B)-> / ={± } =Q* În dimensiuni impare, nu este necesară răsucirea, deoarece - acționează banal asupra clasei Hopf Rețineți, de asemenea, că raportul X = "clasa a n-a din Pontryagin", adică X = L (u= ), L + L X = - (P = ), nu are loc pentru pachetele de bloc (spre deosebire de pachetele de vector obișnuite) Pare plauzibil: presupunerea că această relație ar trebui să fie valabilă pentru o teorie intermediară - teoria PL-microbundle, în care este necesară existența unei proiecții geometrice Informațiile furnizate de clasele raționale L coincid cu informațiile furnizate de semnăturile de intersecție ale colectoarelor închise cu secțiune zero Clasa Euler descrie auto-intersecția B în E Invarianți ai teoriei PL profinite Luați în considerare doi invarianți ai pachetului PL E peste B: (i) orientarea în teoria K, DL *) Mai mult, pentru n > există un izomorfism Г protip Г /(-orientat I P£"-bundle J ~ ( ^"'-bundle J' Astfel, diferite moduri de introducere a unei structuri geometrice (profinite) pe tipul de homotopie a fasciculului E-B-+B corespund diferitelor ^-orientări Reamintim că specificarea unei orientări definește un izomorfism Thom a l K(B)s/((£) Deoarece harta ξ -> Δη a fost construită folosind semnătura o(E), izomorfismul Thom din teoria K este în concordanță cu izomorfismul Thom geometric considerat mai sus Ajungem la concluzia plăcută din punct de vedere estetic că (în afara numărului prim ) toate informațiile geometrice* ) care conțin *) Dacă n = , atunci teoria orientată este trivială Dacă α = , clasa Euler din coomologie este singurul invariant ) Nu homotopie-teoretic Grupul Galois în topologia geometrică conținut în pachetul PL este deja conținut în semnăturile Z/n ale încrucișărilor Z/n cu secțiune zero (pentru n impar) În plus, vedem că un set arbitrar de semnături de "intersecție virtuală" (cu o secțiune zero geometrică adecvată) într-un pachet sferic care satisface condițiile de periodicitate și invarianță de cobordism poate fi realizat printr-un pachet RL profinit Cu alte cuvinte, obstacolul în calea realizării pachetului sferic complet ca "complement la secțiunea zero" într-un pachet PL este același cu obstacolul în calea orientabilității K Cometariu Obstrucția la ^-orientabilitatea pachetului sferic complet £ peste B este măsurată prin clasa caracteristică canonică Demonstrarea Teoremei ( ) va fi dată mai jos, în secțiunea "Secvența legată de orientarea K" Simetriile Galois în teoria PL profinită Acum folosim conexiunea construită între teoria K și teoria PL pentru a introduce acțiunea grupului Galois în acesta din urmă În cap am construit acțiunea grupului Galois abelianizat Z* asupra inelului K(X): și g Z' Această acțiune poate fi extinsă la K*(X) = φK"(X) cu ajutorul unui izomorfism de suspensie Mai mult, dacă x ∈ Kik(X) și b- Kik(X) -> K°(X) este un izomorfism de periodicitate, atunci x" = a- ^-,(d(x)a) Acum putem defini acțiunea grupului Z*XZ* într-o teorie profinită P/,n prin definirea acțiunii asupra invarianților definitori prin formula (A£> (E - B) -> B) i-!^ (pDa, (E - B) -> B), a, ₽ / E\ dacă n este impar, este "algebrică" Este în concordanță cu acțiunea grupului Galois asupra fasciculelor de vectori Grupul Galois în topologia geometrică Observații, (i) În autorul, folosind invariantul de semnătură și invariantul -primar Arf, a demonstrat invarianța topologică a structurilor geometrice (triangulații) în mănunchiuri cu condiția ca varietatea "să nu conțină cicluri tridimensionale de ordinul " *) Deoarece acum ne restrângem la numere prime impare, "homeomorfismul implică PL-ro-meomorfism" De aceea am folosit cuvintele "tip topologic" în formularea Corolarului Aceleași invarianți au făcut posibilă, de asemenea, demonstrarea "Hauptvermutung" pentru multiplele simple conectate În - Kirby și Siebenman au fost capabili, folosind metode mai directe, să excludă, în esență, condiția conexiunii simple și să dovedească existența unei triangulații * ) (ii) Reformăm acum afirmațiile Corolarului Simetriile în teoriile mănunchiului induc acțiuni ale grupurilor corespunzătoare asupra clasificării spațiilor În special, acțiunea grupului Z* asupra setului de pachete PL V i->a'l/ V", a e Z*, p par, induce o acţiune a acestui grup asupra PL-Grassmanianului Afirmația Corolarul este că această acțiune păstrează imaginea Grassmannianului liniar și este în concordanță cu acțiunea grupului Gal (Q/Q) asupra Grassmannianului liniar Dacă lăsăm n să tindă spre oo, atunci simetriile din teoriile profinite vor fi simplificate Și anume: (a) acțiunea grupului Gal( /Q) asupra fasciculelor de vectori stabile devine abeliană și corespunde acțiunii grupului Z* asupra K(X)''; (b) acțiunea grupului Z*XZ* asupra P£n-mănunchiuri trece în acțiunea grupului Z*: , (B - B) -\u e B); ') Vezi Sullivan D , On the Hauptvermutung for multiples, Bull amer Matematică Soc , , nr ( ), - - Aprox ed ) Folosind exemplul colectorului S X S X S , putem urmări relatii Capitolul (c) acţiunea grupului Z asupra mănunchiurilor Sn~ devine trivială Cu alte cuvinte, următoarele pre; Locație Teorema Există o secvență echivalentă de teorii grajd) grajd GIM-raseloeam pachetele J mănunchiuri sferice stabile {acțiuni ale grupului Z*} Unde a este indusă de acțiunea grupului Gal(Q/Q) asupra "grassmannianului real" și devine abelian la stabilizare P este indus de acţiunea grupului Z* asupra invariantului de semnătură o(E) (după ce a fost identificat cu A£); y este indus de o schimbare a orientării și este banalizat la stabilizare Consecinţă Toate simetriile naturale din teoria PL stabilă sunt simetrii algebrice (simetrii Galois) Problemă Găsiți acțiunea grupului Galois asupra invariantului de semnătură a(£") = ? (o(£)?) Cometariu Aceste teoreme oferă o descriere destul de explicită a acțiunii grupului Galois asupra tipului topologic al unui pachet vectorial în numere prime impare Acest lucru poate fi util în studierea pachetelor de vectori algebrici pe un câmp cu caracteristica Dovada este cuprinsă în ultimul paragraf al acestei cărți Grupul Galois în topologia geometrică § INVARIANTE NORMALE (PERIODICITATE ȘI SIMETRIILE GALOIS) Acum luăm în considerare teoria echivalenței homotopiei pe fibre a fasciculelor Această teorie este strâns legată de acele întrebări geometrice din teoria varietăților care l-au determinat pe autor să scrie această lucrare În plus, două puncte importante din următoarele calcule vor fi exprimate aici în cel mai natural mod Un invariant normal din punct de vedere geometric al unei varietăți compacte M (cu sau fără graniță) este definit ca clasa de bordism a unei hărți normale, adică o hartă L * M gradul acoperit de cartografiere pachet normal la £] în spațiul euclidian J bf (un vector) pachet peste M J Putem vorbi despre PL neted sau invarianți normali topologici sH, PLN sau tN Invarianții normali formează un grup (trebuie să facem maparea f X Γ transversală pe diagonală în M X M și să luăm în considerare imaginea inversă a diagonalei) și să definim invarianții geometrici naturali De exemplu, fiecărei Z/n-subvarietăți V din varietatea M se poate atribui orice "invariant al clasei cobordism" de forma pătratică pe preimaginea transversală f (Y) Din punct de vedere teoretic al homotopiei, invarianții normali corespund echivalențelor de homotopie pe fibre între mănunchiuri peste M, E-^F Astfel de hărți, f și f', se spune că sunt echivalente dacă există o homotopie comutativă pe fibre Capitolul naya diagramă E ~^F "I " nz f' unde săgețile verticale sunt izomorfisme între mănunchiuri Acești invarianți normali de homotopie pot fi adăugați în sensul Whitney, iar grupurile Grothendieck corespunzătoare sunt clasificate prin mapări în spații universale: în funcţie de ce categorie de pachete este luată în considerare Descrierea geometrică a invarianților normali face posibilă distingerea între varietăți (netede, PL- sau topologice) într-un tip de homotopie fix conectat simplu Pentru a face acest lucru, trebuie să folosiți tehnica "perestroikas" a mapărilor dezvoltată de Browder și Novikov* ) Descrierea homotopiei ne permite să studiem acești invarianți În primul rând, există o relație între teoriile geometrice și homotopice Rezultă că invarianții geometrici considerați mai sus (semnătura formelor pătratice reale și invariantul Arf al formelor Z/ ) constituie un sistem complet de invarianți numerici din clasa normală a cobordismelor atât în situația PL- cât și în situația topologică (Acest lucru este dovedit în cazul RG de autorul cărții Geometric ■) G denotă limita //-spațiilor de echivalențe de homotopie ale sferei Sn ca η -> ω - Aprox ed ) Vezi disertația autorului ) Wall a extins această teorie la varietăți neconectate simplu ), și au intrat în joc alți invarianți "secundari" legați de grupul fundamental ) Vezi și S P Novikov, Homotopically equivalent smooth manifolds, IAN SSSR, ser Mat , , Nr ( ), - - Aprox ed ) Vezi Wall C T C , Chirurgie pe colectoare non-simply-connected, App de Math , , nr ( ), - - Aprox ed Grupul Galois în topologia geometrică Topologie, Note de seminar, Princeton, ; cazul topologic necesită utilizarea lucrării deja menționate a lui Kirby și Siebenman, care au construit o triangulare a varietăților topologice ) Legătura dintre acești invarianți este descrisă folosind cobordisme și formula periodicității Aceasta este o periodicitate geometrică, care este o periodicitate exactă de , chiar și în raport cu Îl vom folosi doar pentru numere prime impare, unde poate fi interpretat în termeni de echivalențe naturale cu teoria K: PL-invarianți normali triangulaţie tN~PLN~K* (prime impare) numere prime impare unități în teoria K echivalență cu periodicitatea Bott topologic invarianți normali Acest izomorfism ne permite să definim acțiunea grupului Galois abelianizat Z* în mulțimea invarianților topologici normali Afișează S? este construit folosind invarianți de semnătură și caracterizarea geometrică de mai sus a teoriei K În cele ce urmează, orientarea K a unui pachet PL este definită ca o generalizare a acestui calcul "impar" al invariantului PL normal Izomorfismul & este prima parte a calculelor pe care le vom face în curând Mai jos îl vom descrie mai detaliat O altă componentă a fost construită în cap Folosind descrierea homotopie a invariantului normal, putem forma completarea lui profinită Discuția de mai sus a conjecturii lui Adams arată că pentru fiecare pachet vectorial profinit v peste M și pentru orice a GZ* D Sullivan Capitolul element canonic (n" - ѵ) grupuri de invarianţi normali netezi profiniţi peste A ) (Reamintim că echivalența homotopiei pe fibre va -> v este construit canonic din izomorfismul indus de elementul a din Bop b n = dimw ) Calculele noastre necesită doar existența acestor "elemente Galois" naturale Descrierea explicită a acestor elemente ar trebui să fie necesară pentru viitoarele "calcule răsucite" Sperăm să ne ocupăm de aceste structuri și de "cvasi-acțiunea" grupului Galois în continuarea studiului varietăților Câteva aplicații ale periodicității și simetriei Galois Acum aplicăm rezultatele noastre la studiul teoriilor geometrice stabile Amintiți-vă că am construit un invariant de semnătură al pachetelor PL, cu ajutorul căruia au fost formulate teorema f(-orientarea ) și proprietatea -periodicitate a părții impare a invariantului normal În plus, am definit acțiunea grupului Galois asupra tipului de homotopie completă a varietăților algebrice, în special, asupra completării planurilor ^-dimensionale Grassmannian în spațiul n-dimensional, iar această acțiune ne-a permis să definim acţiunea grupului Z* abelianizat Galois asupra mulţimii mănunchiurilor vectoriale Acum folosim aceste construcții pentru a defini acțiunea concertată a grupului Galois asupra teoriilor liniare și liniare pe bucăți și pentru a construi o echivalență canonică de homotopie pe fibre între fasciculele conjugate, x' = x ') Rețineți că orice tip de homotopie (finit) poate fi reprezentat printr-o varietate compactă cu graniță ) Vezi mai jos demonstrația acestei teoreme, în § Grupul Galois în topologia geometrică Luați în considerare diagrama teoriilor profinite stabile neted) (sferic pachete/ ( fascicule J \/ topologice LZ I fascicule J Utilizarea echivalențelor de homotopie (liniarizări) grup de difeomorfisme ) a spaţiului R" /~ grup de automorfisme liniare ale -spațiului R" (Newton) Și grupul homeomorfism al spațiului Rrt grup de automorfisme liniare pe bucăți ale spațiului R" (Kirby - Siebenman)') ne putem identifica diagrama cu o diagramă mai adaptată calculelor ): / vector ( fascicule / j sferic ( fascicule J pachete complet liniare X / Teorema Nuclee de mapări naturale între teoriile profinite stabile ale pachetelor ') Considerăm doar "partea impară" a tipului de homotopie și presupunem că n -* oo ) Se poate folosi teoria Lie sau geometria combinatorie pentru a construi invarianți de pachet * Capitolul (J-homomorfisme) sunt în fiecare caz subgrupuri generate de diferențele elementelor conjugate (x - x" și E Z*} *) Remarci În cap am construit pentru orice pachet vectorial x o banalizare canonică de homotopie pe fibre a pachetului x* - x Adams, care a afirmat existența unei astfel de banalizări ca o presupunere , a demonstrat în esență teorema pentru mănunchiurile vectoriale prin calcule foarte interesante în teoria K Definiția noastră a unei acțiuni de grup Galois în teoria PL'- (sau Tor-) implică imediat că fasciculele conjugate sunt echivalente de homotopie pe fibre Prin urmare, doar afirmația opusă are nevoie de dovadă Principalul lucru este faptul că acțiunea grupului Galois în diverse teorii este consecventă Cu ajutorul acestuia, este posibil să se reducă cazul PL la cazul liniar și la calcule Adams ușor modificate Pentru a efectua această reducere și, în general, pentru a studia legăturile dintre diversele teo stabile ') Amintiți-vă că în cazurile liniare și topologice pe bucăți considerăm doar "partea impară" ) În locul acţiunii grupului Galois a folosit operaţiile ■$ Grupul Galois în topologia geometrică І În serie, am descompus fiecare dintre teorii într-o sumă directă de altele mai simple, folosind prezența rădăcinilor unității în Z Alegem un prim impar impar si consideram componenta p-adica După cum se arată în cap , grupul Zp conține o subgrupă ciclică Să fixăm o rădăcină primitivă (p - ) a unității |p = gsZp și să considerăm un Zp-modul K Se notează cu Τ un automorfism al modulului Κ care acționează prin formula xx și se pune i' = Prg ■ i + i b Operatorii n^ formează un sistem de proiecții ortogonale ale modulului K, care îl descompune într-o sumă directă K = Ki + (Kji + ••• H-K^r-r) Aici există un spațiu propriu al automorfismului Τ corespunzător valorii proprii t, i e R- = n^K Punem Kіr - f Kți- are loc despărțirea independent de alegerea rădăcinii primitive țp Fie acum K un Z-modul pe care acţiunea grupului Z* este produsul acţiunilor grupurilor Z', asupra submodulelor Kp faţă de numere prime impare p Folosind expansiuni ale modulelor Kp, obținem o descompunere a întregului modul K: K = Kx + Kg, unde K = P (KP)t și Kb = P (KP\- r r r Capitolul Astfel, am construit divizări naturale ale teoriilor pachetelor vectoriale profinite, fasciculelor topologice profinite și invariantelor normale topologice profinite: Ko^(*o)i + (Lo)b Ktop - (Ktop)l + (Ktop)b Pentru a descrie "legăturile dintre aceste grupuri", considerăm în /Cop un subgrup alcătuit din mănunchiuri "echivariant față de acțiunea grupului Galois" Se notează cu r(bază), definit de ecuație Ѳ£(a)-A£ = Δ£, aα = Z' Funcția Ѳ£ măsoară gradul de non-echivarianță a izomorfismului Thoma definit de clasa Thoma A£, xt -*x ■ Δ£ observa asta ( ) funcția Ѳ£ este produsul funcțiilor (Ѳ£)p: ZWc*( a a),, J) Ideea acestui invariant îi aparține lui Tom Un invariant similar pentru pachetele de vectori a fost considerat de Adams și Bott Capitolul b (i) Pentru orice E, funcția vo(a) = (Ѳ(a)) "este un cociclu", adică îndeplinește condiția Ѳ(а₽) = [Ѳ(а)ЯѲ(а) ') (ii) Funcția Te este continuă pe Z* (iii) Funcția Te este exponențială în E, i e Ѳl (r) f = • Ѳg- (iv) Dacă k este un întreg coprim la p, atunci (vezi mai jos /(-lema) pentru orice pachet m orientat bidimensional] (În partea stângă considerăm k ca element al grupului I, p În partea dreaptă considerăm m) și f) ca mănunchiuri de linii complexe Mai mult, toată partea dreaptă este invariantă la conjugarea complexă și, prin urmare, aparține teoriei reale /(-) Să notăm cu Zd(Z*; K*) grupul de [cocicluri unidimensionale diagonale continue ale grupului Z* cu valori în K*, adică grupul de funcții Ѳ: udo- îndeplinirea condițiilor ( ), (i) și (ii) Astfel Zd(Z*; K*) este grupul de "homomorfisme încrucișate continue" ale grupului Z* în modulul ^' K* Printre astfel de homomorfisme există unele "principale" - imaginea homomorfismului /C-*Zi(Z'; G), *) Condiția (i) a fost subliniată de Bottom când a studiat invariantul corespunzător În cazul nostru, validitatea aserțiilor (i) și (ii) rezultă imediat din definiție Egalitatea (iii) va fi dovedită în lucrarea următoare Este valabil pentru pachetele vectoriale (de fapt, condițiile (ii), (iii) și (iv) determină în mod unic funcția Ѳ pe mulțimea de mănunchiuri vectoriale) Transferul egalității (iii) de la pachetele vectoriale la pachetele topologice utilizează numai formula produsului pentru semnăturile //n-varietăți Grupul Galois în topologia geometrică definite prin formula bn(a) = ua/u (u e/C, a s Z')')• Imaginea (K*) ∈ Zi(Z*; K*) o vom numi grupul de cofrontiere Grupul de coomologie diagonală unidimensională a grupului Z* cu valori în K* (adică grupul de factori al grupului de cocicluri prin imaginea homomorfismului b) este notat cu iJ G) Luați în considerare acum problema (în numere prime impare) de clasificare a pachetelor de vectori până la (a) izomorfism liniar, (b) homeomorfism prin fibre, (c) echivalența homotopiei pe fibre Caracterizarea geometrică de mai sus dă un "cociclu geometric" A e = claxon (Q' ( ; Q/Z), Q/Z), care determină tipul stabil al mănunchiului Dacă pachetul este dotat cu o metrică riemanniană, atunci acest invariant numeric poate fi determinat analitic Clasa Thoma Ae (cu valori în teoria K) poate fi definită prin intermediul complexului Hodge al pachetului E Împreună cu tipul de homotopie pe fibre, clasa AB determină în mod unic tipul topologic al pachetului E În cele din urmă, C-invariantul se calculează din acțiunea grupului Galois asupra AB Teorema Un pachet vectorial E este trivial din punct de vedere topologic dacă și numai dacă ѲE = Teorema (a) Un pachet vectorial E este omotopie trivială pe fibre dacă și numai dacă *) Rețineți următoarele: Su este un cociclu diagonal deoarece acțiunea se descompune într-un produs Ne restrângem peste tot la această carcasă diagonală Capitolul numai când cociclul (c)£ aparține imaginii homomorfismului (b) Fiecare clasă de coomologie [element al grupului K*)} conține un element de forma Ѳ£ Notăm cu /o și Lop imaginile lui Ko și /(sus) trecând la tipul de homotopie pe fibre Consecința ) L^IJL, lor ~ Ѳ H\ (Z*; T), G) (toate izomorfismele sunt canonice) Consecinţă Orice cociclu este un (c)-invariant al unui pachet topologic Cometariu manifestare naturală fascicule topologice -> Zd(Z*; Г) despica Într-adevăr, grupul de cocicluri este izomorf cu subgrupul ( neted (homotopic trivi- ~ "" (pachete ^(r) [pachete reale A - grupuri de fascicule topologice Folosind această expansiune, introducem coordonatele în grupul de pachete topologice Apoi (i) fasciculul vectorial V are în /lohr componentele (V" d-'(wi) , ); (ii) are invariantul normal topologic K* în Kio? Componente (Ѳ-'( ") bI ) ") Prima afirmație a corolarului este valabilă și pentru p = Grupul Galois în topologia geometrică Cometariu Deoarece funcția Ѳв este "diagonală" și grupul Zp este ciclic, funcția ѲЕ este determinată de valoarea sa pe orice element "comun" ca Z*]) Prin urmare, un invariant fa(E) e K*(B) este un invariant topologic complet al pachetului de vectori E În special, Ε este trivial homotopic din punct de vedere al fibrelor dacă și numai dacă Pentru unele ue/('(b) Am formulat teorema într-o formă invariantă pentru a sublinia o analogie destul de neașteptată între formularea întrebării și "forma" răspunsului la aceasta Acum vom extinde acest "form" Pentru a face acest lucru, vom adăuga la colecția noastră K, K*, K*) al patrulea "grup E" Luați în considerare un X fibros care conduce prada, dat de diagramă X^>K |P! (pătrat foliat în teoria D) Г- +Z'd X = {(V, u)(=K*XK\Ѳv = bu} Astfel, un element al grupului X este un mănunchi vectorial împreună cu realizarea invariantului său t ca cofrontieră (imaginea lui b) Să luăm acum în considerare teoria invarianților normali netezi (sau echivalențe de homotopie pe fibre E E între mănunchiurile vectoriale) Disponibil ') Rețineți că grupul Z* în sine nu este ciclic Prin urmare, luăm în considerare doar cocicluri diagonale, cofrontiere etc Ar fi interesant să clarificăm legătura întregului grup de coomologie (sau chiar a întregii teorii a coomologiei) cu teoria tipului de homotopie prin fibre și cu noile teorii de coomologie ale lui Michael Boardman USD Capitolul diagramă naturală (pătrat geometric): neted] normal | = sN -> Ko invarianți J mănunchiuri netede) topologic] normal ] invariant /dz > /C - J topologic! sus I pachetul Periodicitatea tN -* K*, maparea naturală K - și ϲ-invarianta Ѳ: Ktop->Z'a determină maparea canonică a acestui pătrat geometric în pătratul fibros anterior în /(-teoria) Teorema Mapări aditive induse homotopic echivalenţă între netede stratificare formalizare? = {(v, u): Ѳp = a} epimorfic Astfel, orice deformare a invariantului Q al unui mănunchi vectorial la zero este realizată prin trivializarea homotopiei pe fibre Cometariu După cum se vede din demonstrație, functorul SE este în mod natural izomorf cu functorul reprezentabil Kb(r) K* Prin urmare, functorul sN se împarte Totuși, din nimic nu rezultă că această scindare trebuie să fie aditivă Cred că obstacolele în calea divizării aditive sunt non-nule și centrale § Dovezi Vom proceda de la sfârșit până la început, făcând calcule în teoria K și demonstrând în primul rând Teorema Grupul Galois în topologia geometrică Să fixăm un element a = (ap)eZs astfel încât pentru fiecare prim p elementul ae Zp este un generator topologic al grupului Zp Terminal Diagramă X hah și t ia / " K x i-> ѳya (a) * comutativ Mai mult, mapările orizontale induc un izomorfism /Ci >/ - x Zh Putem considera echivalența canonică xxx ca un element al mulțimii sN Acest lucru dă naștere unei diagrame naturale unde g(x) = (xa^x) (Nu trebuie să verificăm consistența, deoarece trebuie doar să cunoaștem harta g de pe scheletele spațiului de clasificare pentru teoria K ) Luând în considerare grupurile de homotopie, este ușor de observat că mapările dț și d induc izomorfisme până la dimensiuni mai mari Din aceasta urmatoare ') Și anume acele p = fe + pentru care are o ordine impară în Fp Grupul Galois în topologia geometrică datorită faptului că f este un epimorfism și pentru complexe de dimensiuni arbitrar mari (Folosind teoria functorilor compacti reprezentabili, se poate demonstra că maparea f are de fapt o secțiune ) Se demonstrează teorema Demonstrarea teoremei Luați în considerare maparea canonică diagramă-diagramă: sN ->Ko , ld US - eu!' XU h wr>KtoP y-y (aici Ѳg este Ѳ-cociclul asociat cu clasa noastră Laplace-Thoma), în care p este izomorfismul construit mai jos, iar f este harta studiată mai sus observa asta (a) harta f este epimorfă; (b) maparea (Ѳg)b care acționează după formula x> -> va(x) este un izomorfism conform lemei X; (c) maparea dj este un izomorfism din același motiv; (d) grupul este, prin definiție, nucleul mapării Ѳ Teorema rezultă formal din aceste afirmații: trebuie să folosim doar consistența mapărilor J și Ѳ cu acțiunea grupului Galois abelianizat * (în special, cu acțiunea rădăcinilor unităților) Demonstrarea teoremelor și Avem izomorfisme O(/ tftop, /Co"* /Ctop Capitolul iau forma Ofb și, respectiv, Ofd Aceasta demonstrează Teorema , precum și a doua și a treia afirmație a corolarului Prima afirmație a corolarului este o reformulare a teoremei Prima afirmație a teoremei rezultă din definiția unui cociclu și din epimorfismul lui f Pentru a demonstra cea de-a doua afirmație a teoremei , este suficient să observăm că grupul H'a este "concentrat în " deoarece maparea (Ѳg)i este un izomorfism Dar, deoarece harta s este un izomorfism, fasciculele netede generează coomologie Demonstrarea teoremei În cap am dovedit că x'! - x^O Să demonstrăm invers (adică, că o fibrație trivială cu homotopie pe fibre are forma x - x) Să începem cu pachetele vectoriale În virtutea teoremei , un pachet vectorial V este omotopie trivială pe fibre dacă și numai dacă Ѳ/ Raportul jd (Y) înseamnă existența un astfel de element și e /(*, astfel încât ѲD(Yua = Da), Dacă V atunci, conform lemei A, de aici rezultă că V - xa - x În ceea ce privește celălalt termen, Kt, orice element din el este diferența de fascicule conjugate Să trecem la cazul topologic Din periodicitate și Teorema rezultă că acțiunea grupului Galois în (Ktoph este izomorfă cu acțiunea grupului Galois în /φ Prin urmare, fiecare element (/Ctoph este diferența de conjugate Deoarece, în continuare, conform teoremei (i), fiecare pachet trivial de homotopie "de tip " este netezit, apoi partea corespunzătoare a cazului topologic se reduce la cazul neted Teorema este demonstrată SECVENȚA K-ORIENTAȚIONALĂ ȘI PZ,"-TEO-ry Pentru a studia teoria fasciculelor orientate /(- și conexiunile sale cu teoria PL, vom folosi Grupul Galois în topologia geometrică fie o secvenţă specială la nivelul clasificării spaţiilor Ea arata ca /(GО ->SG; -+В(r)-+(BKGX -> (BSGn))~ Aici (BSGny este spațiul de clasificare al teoriei fasciculelor orientate cu fibra Sn , iar (BKGny este spațiul de clasificare al teoriei fasciculelor /(-orientate q~') (Folosind tehnica Dold și secvența exactă Mayer-Vietoris în /(-teoria, este ușor de verificat că functorul corespunzător este într-adevăr reprezentabil ) Spațiul B(r) clasifică unitățile speciale în Grupul de ^-unități acționează în mod natural asupra mulțimii de /(-mănunchiuri orientate cu un fix În cele din urmă, SG și /(Gn sunt spații de buclă Mapările din această secvență sunt construite într-un mod natural De exemplu: (i) Maparea B(r) -> BKG~ se obține prin compararea cu fiecare unitate din teoria ^ a orientării cooȚBeTCTByro pe fibrarea trivială (ii) Pentru n mare harta SGn -> B(r) este indusă de transformarea naturală (coomologic stabil' (teorie -> {/(-teoria}'' Această secvență este exactă și induce o secvență exactă de grupuri de homotopie Cometariu Pentru orice teorie de coomologie multiplicativă h, există o secvență de orientare similară KGn -+ SGn H(r) -> BhGn -> BSGn, în care g g, l ( special ) I ' (r) (unităţi h°( )) ' În cazul în care produsul din teorie este suficient de asociativ la nivelul cociclurilor, obstacolul ? Capitolul orientabilitatea la A este un element al grupului A(r) (BSG), analogul A* al primei clase Stiefel-Whitney Acest lucru este valabil și pentru teoria K, dar acest caz necesită îngrijire specială O altă modalitate de a introduce prima clasă Stiefel-Whitney în teoria K este de a folosi identificarea (vezi mai jos) a acestei secvențe de orientare (în cazul stabil) cu secvența ->G ->G/PL-> BPL BG ->B(G[PL) -> După cum a arătat Boardman, această secvență poate fi extinsă la dreapta la nesfârșit Spațiul B(G/PL) poate fi realizat ca un spațiu de buclă iterat (de orice ordin), iar spațiul său de buclă în numere prime impare este izomorf cu BO'' Folosind tehnica Postnikov (care mi-a fost învățată de F Peterson), se poate arăta că spațiul B(G/PL) în numere prime impare este echivalent cu spațiul de clasificare pentru K și că K° K* O altă construcție a primei clase Stiefel-Whitney în teoria K (pentru numere prime impare) poate fi realizată folosind "invariant de semnătură în BG", care poate fi construit folosind tehnica recent dezvoltată a rearanjamentelor spațiilor cu dualitate Poincaré Acest lucru ne permite să facem canonică construcția Să comparăm secvența de orientare K cu secvența (P£n £ Op): ->KG"->SG" -+GJPLn-+ BSPLn -+BSGn j, ^completare |p I completare ->kg;->sgî -> in; (bkgx->(bsgx Maparea Apt asociază cu fiecare grup P£ orientat E pachetul orientat K corespunzător canonic ((t - B) -> B, Dw) Grupul Galois în topologia geometrică Harta p este definită de cerința ca diagrama să fie comutativă (sau, după cum este mai obișnuit, prin invarianta propriei semnături)') Afirmație Dacă n > , atunci p este o completare (în numere prime impare) Tehnica de rearanjare dezvoltată de Kerver, Milnor și Levin și reformulată de autor ) face posibilă demonstrarea periodicității grupurilor de homotopie ale spațiului Ga/PLn pentru n > : O, Z/ , O, Z, O, Z/ , O, Z, În acest caz, generatorul grupului l b poate fi realizat prin mapare Y"*Rra, unde Y este un pachet de blocuri peste S ft, ai este o mapare adecvată a "gradului " transversal în raport cu punctul e R" și astfel încât t~l( ) este o varietate cu de dimensiuni a cărei semnătură este o putere de Două ( , , , , ) ) *) Sullivan D , Teză, Princeton, ") Sullivan D , Geometric Topolagy, Seminar Notes, Princeton, Capitolul Dacă analizăm construcția cartografierii Ard, care a fost introdusă cu ajutorul transversalității și semnăturii, atunci vom vedea că maparea p: GnJPLn,-* B(r) induce în grupuri de homotopie &-dimensionale maparea z->z generator *-* putere de doi Toate celelalte grupuri de homotopie sunt finite și ordinea lor este o putere a două Afirmația a fost dovedită Consecinţă Maparea &PL este finalizată (în numere prime impare) În special, teoria Pbn completată este izomorfă cu teoria Sn~l orientată pe S Dovada Să înmulțim tensor cu Z secvența de homotopie superioară Obținem o secvență care, conform -lemei, este izomorfă cu secvența de homotopie inferioară Dovada teoremei (Z) este completă Din descrierea spațiului (BSGn)o (vezi cap ), diagramele Gn/PLn->BSPLn->BSGn "Eu am> G/PL->BSPL->BSG iar caracterul finit al grupărilor niBSG urmează descompunere (BSPLa) ~ (BSPL)q X (BSG") ~ = Пп '( ;Q)X//d( ;Q), i unde d - n dacă n este par și d = n - dacă n este impar Teorema (Q)' este demonstrată Grupul Galois în topologia geometrică Echivalenţă Am construit acțiuni de grup în trei teorii orientate: f n-dimensional •! vector I pachete n-dimensional '-ras- [ RL pachete J ( pachete J Gal(Q/Q) z*xz* z* folosind (i) coomologie étale (vezi cap ), (ii) identificarea tocmai dovedită a teoriei RA cu teoria orientată pe K, (iii) construcția de finalizare a fasciculelor (vezi cap ) Pentru a demonstra prima afirmație a teoremei , luăm în considerare cofibrarea (BSOn-i)'' -> (BSOnY' "* {spațiul lui Thom y"}, unde yn este pachetul sferic completat corespunzător mănunchiului canonic peste BSOn Elementul aeGal(Q/Q) induce o echivalență de homotopie (a) a spațiului Thoma și este ușor de verificat folosind teoriile obstrucției care (a) * x \u d p-x " pentru orice element xx K (spațiul Thomas) Aici ( an> dacă P (a ' " '/ , dacă n chiar, și ciudat (Diagramă Spațiul lui Tom y" V |(а) ^operațiune ₽•( )" Spațiul lui Tom y"-* B comutativă la nivel de coomologie ) Capitolul A doua afirmație a teoremei este destul de evidentă Pentru a demonstra teorema , care descrie echivarianța stabilă, observăm că există un automorfism al completării fibrelor a îmbinării fibrelor χ(Z, ) care induce înmulțirea orientării cu un element inversabil arbitrar al inelului Z După aceea, Teorema urmează imediat din Teorema CUPRINS Prefața editorului de traduceri Introducere Capitolul Construcţii algebrice • § Localizare § Aprovizionare " § Comparația alimentării cu localizarea Capitolul Homotopie-Localizare teoretică Capitolul Completarea în teoria homotopiei § Construirea unei completări profinite X § Unele proprietăți ale unei completări profinite § Finalizare Z-Profinit § Pătrat aritmetic într-o homotopie teorie capitolul Capitolul Geometrie algebrică Teoria etal-homotopică Introducere § Discuție intuitivă despre tipul homotopie étale § Tipul complet de homotopie etale § Simetriile Galois la Grassmannieni BC n BSOn § Acțiunea grupului Galois în teoria A, operații Conjectura "liniară" a lui Adams și Adams § Grupuri de transformare ale Grassmannienilor finiți generate de automorfismele Frobenius § Tipul homotopie étale al realului diversitate Conjectura topologică Cuprins Capitolul Grupul Galois în Topologia Geometrică § Mănunchiuri liniare pe bucăți § Caracterizarea geometrică a teoriei K § Teorii profinite și raționale ale P£-mănunchiurilor § Invarianți normali (periodicitate și simetrii Galois) § Clasa caracteristică a unui fascicul topologic în teoria K § Dovezi D Sullivan TOPOLOGIE GEOMETRICĂ Editor D F Borisova Director artistic O S Priymenko Editor artistic V I Shapovalov Redactor tehnic N A Iovleva Depus la setul /IX Semnat pentru publicare /VI Tip hârtie Nr х '/ , boom l conv cuptor l Uch -ed l, , Ed Nr / Pret k Comanda nr EDITURA MIR" Moscova, prima bandă Riga, Ordinul Steagul Roșu al Muncii Tipografia nr din Leningrad, numită după Evgenia Sokolova Soyuzpolygraphprom Prn Comitetul de Stat al Consiliului de Miniștri al URSS pentru edituri, tipografie și comerț cu cărți , Leningrad, L- , Izmailovsky Prospekt, DRAGA CITITORULE! Vă rugăm să trimiteți comentariile dvs despre conținutul cărții, designul acesteia, calitatea traducerii și altele la adresa: , Moscova, I- , GSP, st Rizhsky per , , editura Mir EDITURA "MIR" se pregătește de lansare în DOLD A , Prelegeri de topologie algebrică, tradus din engleză, de foi Cursul despre topologia algebrică și teoria varietăților a fost scris de un om de știință celebru și profesor talentat Simplitatea și claritatea prezentării materialului sunt combinate cu acuratețea și rigoarea dovezilor Un număr mare de exemple interesante contribuie la înțelegerea subiectului Meritul neîndoielnic al cărții este expunerea ei elementară și accesibilă a topologiei varietăților În același timp, o nouă privire asupra unor concepte cunoscute îl face interesant și pentru specialiști Cartea este destinată unei game largi de matematicieni și poate servi ca un un manual de topologie algebrică pentru studenții de licență și absolvenți ai universităților și institutelor pedagogice EDITURA "MIR" se pregătește de lansare în WELLES R "Calcul diferenţial pe varietăţi complexe", tradus din engleză, foi Cartea este o bună introducere în teoria modernă a varietăților complexe Alături de tema principală, autorul a reușit să prezinte un amplu material auxiliar necesar studiului varietăților complexe și adunat pentru prima dată într-o singură carte Numeroase exemple bine alese, afirmații clare și discuții ale teoremelor care depășesc domeniul de aplicare al introducerii, măresc foarte mult cantitatea de informații și introduc cele mai recente dezvoltări în teoria varietăților complexe compacte Cartea va fi de interes pentru matematicieni de diverse specialități, în special specialiști în teoria funcțiilor, geometrie diferențială și topologie Este disponibil studenților absolvenți și studenților seniori ai universităților și institutelor pedagogice Draga cititorule! Comenzile pentru aceste cărți pot fi plasate în magazinele care vând literatură științifică și tehnică sau trimise la secția corporativă a editurii Mir la adresa: , Moscova, G- , Kalinina Avenue, , cutia poștală nr , Moscova Casa Cărților Amintiți-vă că o comandă la timp ajută la stabilirea corectă a tirajului cărții și vă garantează că o primiți în primele zile de vânzare , 